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Bolim 1
Onermeler ve Ispat Yéntemleri

Tanim 1.1 Dogru veya yanlis ama bunlardan sadece bir tanesi olabilen ifadelere énerme denir. Oner-

meler p,q,r,... gibi harflerle gosterilir.
Ornek 1.2 Asagidaki ifadelerin énerme olup olmadigimi bulalim:

(a) 2 asal sayidir.

(b) Her n dogal sayist i¢in 2™ + 1 asaldir. (Dikkat: 0 dogal sayidir)

(c) Diizlemde bir tiggenin i¢ agilarinin toplami 180 derecedir.

(d) 4’den biiytk her ¢ift say1 iki asal sayimn toplamidir. (Goldbach, 1742)
(e) Yarm piknige gidelim.

Co6ziim: Burada (a) ve (c) dogru birer énermedir. n = 3 igin 2" + 1 = 9 asal olmadigindan (b) yanls
bir 6nermedir. (d) ifadesi 1742’de Rus matematik¢i Christian Goldbach tarafindan ortaya atilmig bir
iddiadir ve heniiz dogru olup olmadigi ispatlanamamigtir. Ya dogru ya yanlis olacagindan bir 6nermedir.

(e) ciimlesi kesin bir hiikiim bildirmediginden bir 6nerme degildir.

Not: Bir tahtada yazan “Bu tahtadaki her cliimle yanligtir” ciimlesinin dogru olmasi da yanlg olmasi
da celigkiye yol acacagindan bu climle bir 6nerme degildir. Benzer gekilde bir Romalinin séyleyecegi

“Biitiin Romalilar yalancidir” ciimlesi de 6nerme olamaz.

Tanim 1.3 Ifadesinde degiskenler bulunan ve bu degiskenlerin alacagi degerlere gore dogru veya yanls
(ama bunlardan sadece bir tanesi) olabilen ifadelere ag¢ik onerme denir. Ac¢ik onermeler degisken

sayisina gore p(z), p(z,y),p(x,y, z),... gibi gosterilir.

Ornek 1.4 z bir reel sayiy1 gostermek iizere, p(x) acik énermesi “z% 4+ 2 = 0” olsun. z = 0 ve x = —1

i¢in 6nerme dogrudur. Yani p(0) ve p(—1) dogrudur. Aksi halde 6nerme yanhgtir.
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Birlesik Onermeler

Tanim 1.5 p ve ¢ iki 6nerme olsun. “p ve ¢’ 6nermesi bu 6nermelerden her ikisi de dogru iken dogru;
aksi halde yanlhs olan 6nermedir. Buna iki 6nermenin kesigsimsi de denir ve pAgq ile gosterilir. “p veya ¢’
onermesi de bu 6nermelerden en az birisi dogru iken dogru; aksi halde yanlis olan énermedir. Buna iki
onermenin birlegimi de denir ve pV ¢ ile gosterilir. (Dikkat: “veya” kelimesinin Tiirkge’deki kullanihigi
farkl olabilir.)

Onermelerin ve bunlara karsilik gelen birlesik énermelerin alacag: degerleri bir tablo halinde gosterelim.
Burada dogru igin 1 sembolii veya D harfi; yanl igin ise 0 sembolii veya Y harfi yazilir. Bu tablolara

“dogruluk tablosu” denir.

P|q|pPNqg|pPVyq P|q|PANG|pPVYq
D|D D D 111 1 1
D|Y| Y D |veya| 1|0 0 1
Y |D Y D 0|1 0 1
Y| O Y Y 010 0 0

Tablo 1.1: p A g ile p V g 6nermelerinin dogruluk tablosu.

Tanim 1.6 Bir p 6nermesi dogru iken yanls; yanlig iken dogru olan 6nermeye p’nin degili veya olum-

suzu denir ve p’, ~ p, —p, p sembollerinde birisi ile gosterilir.

b|~p
11 0
0] 1

Ornek 1.7 p:“Bir giin 24 saattir” énermesinin degili ~p:“Bir giin 24 saat degildir” énermesidir. q(zx) :

2?2 < 7 6nermesinin degili ~q(z) : 22 > 7 dir.

Tanim 1.8 Dogruluk degeri her zaman ayni olan p ve ¢ 6nermelerine esdeger veya denk onermeler
denir ve p = ¢ yazilir. p(z) ve q(z) acik 6nermelerinin denk olmasi her z i¢in p(z) ve g(x) 6nermelerinin

ayni olmasidir.

Ornek 1.9 p “Her dogal say1 tektir” 6nermesi ile ¢:‘63 asaldir” 6nermeleri denktir. Ayrica sagidaki iic

agik 6nerme de denktir: (x reel sayiy1 gostermektedir)

r(z) : “o? < 257, s(z): “z<bve —5H<a”, t(z):|z| <5
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Ornek 1.10 Asagidaki ozelliklere De Morgan Kurallar1 denir:

(prhg) =0 V) ve (pVva) =0 N)

Bu o6zelliklerin dogru oldugunu tablo ile gosterin: (bogluklar: doldurun)

/ /

pAq| P Vg

i~
S

pVaq|pAg

oclo|~|—|

q
1
0
1
0

_ = OO
— | O =| O

Tanim 1.11 “pise ¢’ 6nermesi p dogru ve q yanls iken yanls; aksi halde dogru olan 6nermedir. Buna
kosullu 6nerme denir ve p = q ile gosterilir. p’ye hipotez ¢’yva da sonug¢ onermesi denir. p = ¢

Onermesi “p, ¢’yu gerektirir” seklinde de okunur.

q

oclo|~|—|g

q -
1 1
0 0
1 1
0 1

Ornek 1.12 “2 < 1 ise 2 < 3 tiir” 6nermesi dogrudur, ¢iinkii (0=1)=1. Simdi
p:Yagmur yagiyor”, p:‘Bahge 1snaliyor”

onermelerini diiginelim. Yagmur yagdiginda her zaman bahgenin islandig1 bilindigine gore p = ¢
onermesi dogrudur. (Yagmur yagmadiginda zaten p yanhs oldugundan p = ¢ dogrudur.) Ancak
q = p dogru degildir. (Neden?)

Not: p = ¢ 6nermesinde

“p Onermesi ¢ 6nermesi icin yeter koguldur”

“q 6nermesi p 6nermesi i¢in gerek kosuldur”
denir.

Ornek 1.13 (p = ¢q) = (¢ = p') = (' V q) oldugunu gosterelim.

plal|p|d|p=4q|d=7D|DPVg
1l1/0]o0 1 1
110[0]1 0 0
0[1]1]0 1 1 1
0jof1]1 1 1 1
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Buna gore agagidaki {i¢ 6nermenin birbirine denk oldugunu (aslinda dogru oldugunu) sdyleyebiliriz:

(a) Yagmur yagiyor = bahge 1slaniyor.
(b) Bahge 1slanmiyor = yagmur yagmiyor
(c) Yagmur yagmiyor veya bahge 1slaniyor.

Tanim 1.14 p = ¢ ve ¢ = p Snermeleri ayn1 anda dogru iken dogru, aksi halde yanlig olan 6nermeye
ikt yonli kosullu énerme denir ve p <= ¢ seklinde yazilir. “p ancak ve ancak ¢” geklinde veya “p

i¢in gerek ve yeter sart ¢ dur” sekline okunur. Dogruluk tablosu su sekildedir.

Pl q|pP=>q|q=—=DP|DP < (
11 1 1 1
110 0 1

01 1 0 0
00 1 1 1

Tablodan da anlagilacag: gibi ashnda (p <= ¢q) = (p = ¢) A (¢ = p). Ayrica sunu da diyebiliriz:

“p <= ¢ Onermesi, p ile ¢ denk iken dogru; aksi halde yanlig olan 6nermedir.”

4

Ornek 1.15 “Bir asal say1 cifttir ancak ve ancak 2 dir” ¢nermesini ele alalim. p = n sayisi cifttir” ve

q: “n =2" diyelim. p = ¢ nun ve ¢ = p nin dogru oldugu agiktir. O halde p <= ¢ dogrudur.

3

Ornek 1.16 z bir reel sayiy1 gostermek iizere her z icin |r| =1 <= x° = x 6nermesi dogru mudur?

Coziim: |2| =1 = x = 1 veya x = —1 olup 23 = 2 dogru olur. Ancak x = 0 i¢cin 2® = = olur fakat
|z| # 1 dir. O halde |z| = 1 <= 23 = z 6nermesi yanhstir. Ama, |z| = 1 <= 2% = 1 6nermesi
dogrudur.

Niceleyiciler

Onermelerdeki “biitiin”, “her”, “en az bir”, “baz”, “hicbir” gibi kelimelere niceleyici denir. Mesela,

YOS

“biitiin 6grenciler bayandir”, “sifirdan biiylik en az bir tamsay1 vardir” 6nermelerinde oldugu gibi. Simdi,

bir p(x) ac¢ik énermesi verilsin.

“Biitiin z ler igin p(x) dogrudur”  yerine kisaca Vz,p(x)

“En az bir z i¢in p(z) dogrudur”  yerine kisaca Iz, p(z)

vazacagiz. Burada V ve 3 niceleyicilerine sirasiyla evrensel ve varliksal niceleyici denir.
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Ornek 1.17 “Yz tamsayisi icin |x| = 2” 6nermesi yanhstir. Ciinkii z = —2 icin | — 2| # 2 dir.

Ornek 1.18 “Vz reel sayisi icin 22—z +2 # 07 6nermesi dogrudur. Ciinkii 22—z + 2 = 0 denkleminin

diskriminant1 A = b — 4ac = —7 < 0 olup bu denklemin reel kokii yoktur.

2

Ornek 1.19 “Jz reel sayisi icin 22 = 2” 6nermesi dogrudur. Ciinkii z = 0 i¢in 02 = 0 dur.

Ornek 1.20 “In dogal sayisi icin 3(n + 2) asaldir” Gnermesi yanhstir. Ciinkii 3(n + 2) sayis1 3’den

biiyiik ve 3’iin bir tam kat1 olup asal olamaz.

Not: 1 ve V niceleyicileri ile baglayan 6nermelerin olumsuzlar: goyledir:

~Ep@) =V, ~p)|  ve [~ (Vp(@) =3z, ~p(a)|

Ornek 1.21

~ (Vz,x+3 < 10) = (3z,x + 3 > 10)
~(Fz,x+3=7)=Vz,x+3#7)

Teorem ve Ispat Yontemleri

Tanim 1.22 Dogru oldugu ispatlanmig 6nermelere teorem denir. Teoremler genelde p = ¢ seklinde
verilir. Boyle bir teoremin ispatini yapmak i¢in p dogru iken ¢ nun dogru oldugu gosterilmelidir. (Bu
yiizden p’ye hipotez, ¢'ya da sonug denmektedir.) Bazen teoremler p <= ¢ seklinde verilir. Bu

durumda p = ¢ ile ¢ = p Onermeleri ayr1 ayr1 ispatlanmalidir.

Simdi temel ispat yontemlerini gorelim:

A) Dogruluk Cizelgesi Yontemi
Bu yontemle bir teoremin her zaman dogru oldugu tablo ile gosterilir.

Ornek 1.23 p = ¢ ve /' = ¢/ énermeleri dogru ise ' = p’ énermesinin dogru oldugunu gosterin.

Co6ziim: Burada hipotez (H) ve sonug (S) onermeleri goyle segilir:
H:(p=q AN =¢) S:r =7y

Daha sonra H = S teoreminin her zaman dogru oldugu gosterilir.
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plag|lr|p|d |V |p=q|r"=¢ | H|S:"=p | H=S
1(1]1]0]0]O0 1 1 1 1 1
111100101 1 0 0 0 1
1101|0110 0 1 0 1 1
1100|011 0 1 0 0 1
O{1{1]1|0]0 1 1 1 1 1
Oj{1(0|1]0]|1 1 0 0 1 1
Oj{0{1|1|1]0 1 1 1 1 1
Ojojo0|1]1]|1 1 1 1 1 1

Soru: p = q ve ¢ = r Onermeleri dogru iken p = r Snermesinin de dogru oldugunu gosterin.

B) Dogrudan Ispat Yontemi

Bu yontemde, p = ¢ 6nermesini ispatlamak icin daha 6nceden dogru oldugu bilinen
P=>T1,1] =T, Ty =>T3,...,Tn_] = I'p, Ty = ¢

onermeler zincirinden faydalanilir.

Ornek 1.24 “Bir tek dogal saymin karesi tektir” teoremini ispatlayalim. p : “n tektir” ve g : “n? tektir”

diyelim. Simdi

n tek = dk tamsayisi icin n = 2k 4+ 1
—n? =4k* +4k+1
—n? =202k +2k)+1=2m +1
——

m

= n? tektir, ¢linkii m tamsay

C) Dolayh Ispat Yéntemi

p = q 6nermesi yerine onun dengi olan ¢ = p’ énermesi ispatlanir. Bu 6nermeye p = ¢ nun karst

tersi denir.

Ornek 1.25 a ve b iki dogal say1 olsun. a - b bir cift say1 ise @ ile b den en az birisinin ¢ift oldugunu

gosterelim. p onermesi “a - b ¢ift” ve ¢ onermesi de “a ¢ift veya b ¢ift” olsun. Biz p = ¢ yerine ¢ = p’
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onermesini ispatlayalim. ¢’ “a ve b tek”, p’ *‘a - b tek” olur.

ave btek = a=2n+1,b=2m + 1 geklindedir (n, m tamsay )
= ab=4dnm+2n+2m =22nm+n+m)+1
—_———
k

= ab tektir, ¢iinkii k£ bir tamsay1

Soru: 3z + 2 # 5 ise 2x + 3 # 5 oldugunu gosterin.

D) Olmayan Ergi Yontemi

p = ¢ teoremini ispatlamak i¢in p nin dogru oldugu kabul edilir. Daha sonra ¢ nun yanlis oldugu
kabul edilip bir geligki bulunur. (Genelde p nin dogru olmasiyla geligen bir durum bulunur.) Boylece ¢

nun dogru oldugu sonucuna varilir.

Ornek 1.26 z,y birer tamsay1 olsun. z -y tek ise z ile y den her ikisinin de tek oldugunu ispatlayalim.

(Bu ispat dolayh ispat yontemi ile de yapilabilir.)

Coziim: x - y tek olsun. z,y nin her ikisinin de tek oldugunu gosterecegiz. Aksini kabul edelim; yani
x,y den en az biri ¢ift olsun. Mesela z ¢ift olsun. (y nin ¢ift oldugunu kabul edilirse ayni ispat yapilir)
O halde bir k tamsayis: i¢in x = 2k dir. Simdi z - y = (2k)y = 2(ky) olup z - y nin ¢ift oldugu goriilir.
Bu durum bir geligkidir; ¢linkii « - y tek kabul edilmisti. O halde x,y nin her ikisi de tektir.

Not: a,b birer tamsay1 olmak {izere eger ax = b olacak sekilde en az bir x tamsayisi mevcutsa a’b
yazip “a, b yi boler” geklinde okuyacagiz. Bu tanima gore O‘O onermesi dogrudur. Dikkat: a/b veya §

ifadesi bir 6nerme degildir.

Ornek 1.27 a bir tamsay1 olmak iizere 6‘@ — 2|a oldugunu olmayana ergi yontemi ile gosterin.

Coziim: G‘a olsun. O halde bir k& tamsayisi igin @ = 6k dir. Simdi 2 /Ta oldugunu kabul edelim. Bu
durumda a tektir. Ancak a = 6k = 2(3k) oldugundan a ¢ifttir. Bu bir geligkidir. O halde Q}a olmalidir.

Not: Her zaman dogru oldugu iddia edilen bir énermenin yanls oldugunu gostermek icin bir ters 6rnek

(yanlhis 6rnek) verilir. Yani p = ¢ 6nermesinde p yi dogru fakat ¢ yu yanlis yapan bir érnek aranir.
Ornek 1.28 a,b, ¢, d tamsayilar olsun. ab‘cd == a‘c veya b‘d Onermesi dogru mudur?
Co6ziim: Bu 6nerme her a,b,c,d icin verilmistir. Onerme dogru degildir; mesela a = 6,b = 5,¢ =

10,d = 10 ahnirsa, 30|90 dur fakat 6 /10 ve 5 {9 dur.

Not: Vx,p(z) onermesinin yanhs oldugunu gostermek igin 3z, ~ p(x) 6nermesinin dogru oldugu is-
patlanir. 3z, p(x) 6nermesinin yanhg oldugunu gostermek igin Vi, ~ p(x) 6nermesinin dogru oldugu

ispatlanir.
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Ornek 1.29 3z reel sayisi icin 22 < 0 énermesi yanhstir; ciinkii Va reel sayisi icin 2 > 0 dur.
Soru: Calismazsam uyuyacagim, iiziliirsem uyumayacagim. O halde fiziiliirsem caligsacagim. Ispatlayimn.

Ornek 1.30 2™ — 1 bir asal say1 ise m nin de asal oldugunu gésterin.

Co6ziim: Dolayl ispat yontemini kullanalim. m asal olmasin. O halde n > 1,k > 1 olmak tizere m = nk
seklindedir. Simdi

——
A B

Simdi n > 1 oldugundan A > 1 dir. Ayrica k > 1 oldugundan B > 1 dir. Bu durumda 2" — 1 in asal

olmadigr goriiliir. O

Ornek 1.31 /2 reel sayisim irrasyonel oldugunu gésterelim. v/2 sayisiin rasyonel oldugunu kabul

edelim. O halde a,b ve b # 0 tamsayilar: igin

a
2="
vz b

seklindedir. Burada a ile b nin (1 den biiyiik) ortak ¢arpam olmadigim kabul edebiliriz. Simdi

a2

2:b—2:>2b2:a2:>a2 ¢ift = a ¢ift
olur. a = 2k dersek
2% = a® = 20 = 4k? = b = 2k? = b? ¢ift = b cift

olur. Yani a ile b nin 1 den biiyiik ortak carpani (yani 2) olur. Bu bir celigkidir. O halde /2 rasyonel
degildir. 0

Not: Bir onceki 6rnekte agagidaki 6nermeye olmayan ergi yontemi uygulanmisgtir:

a, b aralarinda asal iki tamsay1 = % £/2

Soru: v/3 ve v/6 sayilarmmn irrasyonel oldugunu gosterin. (ipucu: p bir asal say1 ve plab = pla veya
p|b dir.)

ALISTIRMALAR

1.) [p=(gAr)=[lp=q) A (p=r)] oldugunu gosterin.
2.) [P = (¢g=1r")] =[(g A7) = p] oldugunu gosterin.

3)(p<=q) = [(pAr) <= (gAT)] onermesinin dogruluk tablosunu yapiniz.

8
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4.) “3 sayist a’y1 bolmiiyor ise 18 sayist da a’y1 bolmez” 6nermesinin dogru oldugunu ispat yontem-
lerinden birini kullanarak gdsterin.
5) [(p=q¢AN(p=r)=[p= (¢gAr)] oldugunu tablo yapmadan gosterin.
6.) (p = q) = r 6nermesinin dogruluk tablosunda kag tane 0 vardir?
O yoktur O 2 tane & 3 tane O 4 tane O Higbiri
T)p:“3wx €Z,2>+1=—z” olsun ve q : “Vx € R,z* > 227 olsun. Buna gore:
Op=1lg=1 QRpr=0,¢q=0 Op=1¢=0 Op=0,gq=1 (O Bir gey sylenemez
8.) (p = q)’ onermesi agagidakilerden hangisine denktir?
Qprnd OF Y OpVvd Op'Va O Higbiri
9.) p:“Iwr €Z x> = —x” olsun ve ¢ : “Vx € R, 2% > 2”7 olsun. Buna gore:
Op=1qg=1 Op=0,¢g=0 QQp=1,9=0 Op=0,¢g=1 (O Bir gey soylenemez
10.) (pA(p = q)) = ¢q 6nermesinin dogruluk tablosunda bu énermenin siitununda kag tane 0 vardir?
&) yoktur O 2 tane O 3 tane O 4 tane O Higbiri
11.) (p = q) = (~ g =~ p) ilkesini temel alan ispat yonteminin adi nedir?
(O Dogrudan ispat Q) Dolayl ispat (O Olmayana Ergi O Qeligki bulma (O Higbiri
12.) Asagidaki 6nermelerden hangisi yanhgtir?
OVeeZ,r<s*Q3reNz+6=23QRQVr e N\ {0},22 #4620 Iz eR,z+1=220 HB

13.) p = ¢ 6nermesinin olumsuzu agagidakilerden hangisidir?

Q@pAd Op'Nng OpVvd Op Vg O Higbiri
14.) (p) = ¢')’ asagidakilerden hangisidir?
Q' Ng Or'Vvyg OpAdg OpVvd O Higbiri

15.) Asagidaki 6nermelerden hangisi dogrudur?
OVzeR22+1<1(Q IneN,4nasaldr Q Vz € Z,z(z +3) > -3 Ve € Q,8xcZ( H.B

16.) (pAq) = (p = q) 6nermesinin dogruluk tablosunda bu 6nermenin siitununda kag tane 0 vardir?

O 1 tane O 3 tane O 4 tane Q) yoktur O Higbiri
17.) (p = ¢')’ asagidakilerden hangisidir?

Op'ng OpVy QprAg Opvd O Higbiri
18.) Asagidaki 6nermelerden hangisi dogrudur?

O IneNn? asaldrQ Ve e R,2?2 -3 < -3Q Vz € Z,z(x +4) > 50 Vz € Q, 2?2 € ZO H.B
19.) (pAqg) = (p = q) 6nermesinin dogruluk tablosunda bu 6nermenin siitununda kag tane 1 vardir?

& 4 tane (O 1 tane O 3 tane O yoktur O Higbiri

20.) (pAq) <= (p' V ¢) onermesi agsagidakilerden hangisine denktir?
OpAgq Opvyd RpVvy OpAyp O Higbiri
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21.) Asagidaki 6nermelerden hangisi yanlgtir?

RVreR, 2> c @) Iz € R\Z, 2> € Z) Vn € Nyn+1 € ND Iz € Z, Va2 + 40 asaldir.() Higbiri
22.) p: “7 asal ise v/2 rasyonel sayidir”, ¢ : “v/6 € N <= 1 asaldir” olsun. Buna gore:

O p,q:Dogru O p: Dogru, ¢ : Yanhs @@ p: Yanhs, ¢ : Dogru (O p,q: Yanhs (O Higbiri
23.) Kuslar 6tiiyor ise giines doguyor. Yagmur yagiyor ise giines dogmuyor. Yagmur yagdigina gore
asagidakilerden hangisi sdylenebilir.

O Giinesg doguyor (O Yagmur yagmiyor () Kuglar 6tiiyor Q) Kuslar 6tmiiyor O Higbiri
24.) p A (q V r) 6nermesinin dogruluk tablosunda, bu 6nermenin siitununda kag¢ tane 1 vardir?

O1 O2 X3 O4 O Higbiri
25.) Asagidaki onermelerden hangisi yanhgtir?

QR Vzr e R, Va3 € RO 121 asal ise 7 asal degilQ Vn € Nn+1 € ZQ 3z € Z, Va? + 49 asalO)
26.) p ve g dogru, r de yanhg bir énerme ise agagidakilerden hangisi yanhgtir?

O=rve Org=~p O~p < (~veA~r) O~(@=r)  Higbiri

27.) (a < b => a = b) énermesinin olumsuzu asagidakilerden hangisidir? (Ipucu: (p = ¢) =p' V¢ )

Ra<b Ob<a Qa=0b OQaz=b O Higbiri
28.) x > y = = = y dnermesinin olumsuzu hangisidir? (ipucu: (p=9q) =p V)

Oz<y Qz>y Oz<y Oz>y O Higbiri
29.) p <= ¢ 6nermesinin olumsuzu agagidakilerden hangisidir?

& (Vg = (g Op ¢ OpVye OpAhg O Higbiri

30.) p: “15 asal degil ise v/2 rasyonel sayidir”, ¢ : “v/6 € Q <= 9 asaldir” olsun. Buna gore:
O p,q:Dogru (O p: Dogru, q: Yanlis ) p: Yanhs, ¢: Dogru (O p,q: Yanhs (O Higbiri

10



Bolum 2

Kumeler

Tanim 2.1 Iyi tanimlanmis nesnelerin bir topluluguna ktime denir. Kiimeler genelde A, B, C, ... gibi
biiytiik harflerle; kiimenin elemanlar1 da a, b, c... gibi kiiclik harflerle gosterilir. Eger bir x elemani bir
A kiimesine aitse bunu z € A; aksi halde z ¢ A seklinde gosteririz. Bir kiimeyi, elemanlarin teker

teker yazarak gosterme yontemine listeleme yontems denir. Mesela
A={2,35}.
Bir kiimeyi elemanlarinin tagidigi ortak ozellikleri soyleyerek yazabiliriz. Bunun igin
{z:p(z)}

gosterimi kullanmilir. Bu kiime “p(z) agik 6nermesini saglayan biitiin z’lerin kiimesi’dir. Bu yonteme

ortak ozellik yontemst denir. O zaman
A={zeR:(z—2)(z* -8z +15)=0) }

yazilabilir. (R reel sayilar kiimesidir.)

Kiimeleri diizlemdeki kapali egrilerle ve elemanlarini da bu egri iginde birer nokta olarak gosterebiliriz.

Bu yonteme Venn! Semast yéntemi denir.

! John Venn (1834-1923)
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Sekil 2.1: A = {2,3,5} kiimesinin Venn semas: ile gosterimi

Tanim 2.2 A ve B iki kiime olsun. Eger A'nin her elemani aynmi zamanda B’nin de bir elemani ise
A’ya B’nin bir alt kiimesi denir ve A C B yazilir. Eger A C B ve B’de A’ya ait olmayan en az bir
eleman varsa A’ya B'nin bir zalt kiimesi denir ve A & B yazilir. Eger A C B ve B C A ise o zaman

A ile B kiimelerine egittir denir ve A = B yazilir.

Tanim 2.3 A ve B iki kiime olsun. A da olup B de olmayan elemanlarin kiimesine A ile B nin fark:

denir ve A\ B veya A — B ile gosterilir.
A\B={z:zcAx¢B}={rxcA:x¢ B}

yazabiliriz. Ancak A\ B={xz ¢ B:x € A} yazamayz.

Sekil 2.2: ki kiimenin farki A\ B

Tanim 2.4 Uzerinde calisilan en genis kiimeye evrensel kiime diyecegiz ve E ile gosterecegiz. A bir
kiime ise A’da olmayan (ve evrensel kiimede olan) elemanlarin kiimesine A'nin tiimleyeni denir ve A’

veya A ile gosterilir. O halde:
A={zx:2¢gAy={z€eE:2¢ A}=E\ A

yazilabilir. Hicbir elemani olmayan kiimeye bos kiime denir ve () ile gosterilir. Bos kiime her kiimenin

alt kiimesidir ve biitiin bog kiimeler birbirine egittir.
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Tamim 2.5 A ve B iki kiime olsun. A ya, B’ye veya her ikisine ait olan elemanlarin kiimesine A ile
B nin birlegimi denir ve AU B ile gosterilir. Hem A ya hem de B’ye ayni anda ait olan elemanlarin
kiimesine A ile B nin kesigimi (arakesiti) denir ve AN B ile gosterilir. Kesigimi bog olan kiimelere

ayrik kiimeler denir.

AUB={z:x€ Aveyaz € B}
ANB={z:z€AvexeB}={rcA:z€B}

Sekil 2.3: Tki kiimenin birlesimi A U B ve kesisimi A N B

Kiimelerle Tlgili Islemlerin Ozellikleri

1.) a) Her A kiimesi igin A C A (Yansima 6zelligi)
b) AC B,BC A= A= B (Simetri Ozelligi)
c) ACBve BC(Cise ACC dir. (Gegisme 6zelligi)

2) AUA=A,ANA=A
3.) AUD=A,AN0D=0
4) AUB=BUAANB=BNA

5.) Dagilma Kurallar:
a) AU(BNC)=(AuB)N(AUC)
b) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

6.) 0V = E,E' =

7.) De Morgan Kurallar::
(AUB) =A'nNnpB
(AnB) =AUB

8) ACB= B CA

13
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9.) ACAUB,BC AUB
ANBC A ANBCB

100) ACB= AUB=BveANB=A

Not: AUBNC,ANBUC veya A\ BUC gibi ifadeler anlamsizdir. Kiimelerdeki iglemlerin 6ncelik sirasi
olmadigindan mutlaka parantez kullamlmalidir. Ancak yanyana birden fazla kesisim (veya birlegim)

islemi igin parantez kullanilmayabilir. (Neden?)

Tanim 2.6 A ve B iki kiime olsun. A U B ye ait olup AN B ye ait olmayan elemanlarin kiimesine A

ile B nin simetrik fark: denir ve AAB ile gosterilir.

AAB={z:x€ AUB,s ¢ ANB}=(AUB)\ (ANB)

Sekil 2.4: Tki kiimenin simetrik farki AAB

Sekilden de anlagilacag: gibi AAB = (A\ B)U (B \ A) diyebiliriz. Ayrica AAB = BAA dir, ¢linkii:
AANB={z:x2€ AUB,s ¢ ANB}={z:2€ BUA,x ¢ BNA} =BAA.

Tanim 2.7 Eleman sayisina bir dogal say1 karsilik getirilebilen kiimelere sonlu ktime; aksi halde son-
suz kiime denir. Mesela (0, 1) agik aralig1 ve tek dogal sayilar kiimesi {1, 3,5, ... } sonsuz kiimelerdir.
B ={a,b,c,d} kiimesi 4 elemanl olup sonlu bir kiimedir. Bir A kiimesinin eleman sayisin s(A) ile

gosterecegiz. Bu durumda s(f)) = 0 olur. Ayrica

s(AUB) =s(A) +s(B) —s(ANB)
s(AUBUC) =5(A)+s(B)+s(C)—s(ANB)—s(ANC)—s(BNC)+s(ANBNC)

formiilleri dogrudur. A, B ve C kiimeleri ikiger ikiger ayrik iseler:

s(AUBUC) =s(A) + s(B) + s(C).
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Kimeler Ailesi

Elimizde bir takim kiimeler olsun. Bu kiimeleri A, B,C, D, ... gibi harflerle géstermek yerine; mesela
Ay, As, As, ... seklinde gostermek daha kolay olacaktir. Bu durumda kiimeleri 7 = {1,2,3, ...} kiime-
sinin elemanlarini kullanarak indislemis (damgalamis) oluruz. Iste bir takim kiimeleri indislemek igin
kullandigimiz I kiimesine indis ktimesi, her i € I elemanina bir indis, her i € I igin A; kiimesine de
indislenmig ktime denir. Elemanlar: bir I indis kiimesi tarafindan indislenmig kiimelerin kiimesine

de bir ktimeler ailest denir. Boyle bir kiimeler ailesi
A={4:iel}
sekline gosterilir.
Ornek 2.8 A ={{a,b},{a},{a,e f,g},{a,d}} olsun. Burada I = {1,3,4,6} indis kiimesi ve
Ar={a,b}, A3 ={a},As={a,e,f,g},46 ={a,c}
diyebiliriz. Bu durumda A = { 4; : i € I'} yamlr.
Tamm 2.9 A = { A; : i € I} kiimeler ailesi verilsin. Bu ailenin birlesimi

UAZ»:{m: En az bir i i¢in z € A; }
i€l
seklinde tanimlanir. Bu ailenin kesigimsi de
ﬂAi:{x: Her i i¢in z € A; }
i€l

seklinde tanimlanir.
Ornek 2.10 Bir énceki 6rnekte:

UAi:AlUA3UA4UA6:{avbvcaevag}
el
(4i=A1NAsn AN Ag={a}
el
Ornek 2.11 T ={1,2,3,...} ve her n € I i¢in A, = [0, %] kapali araligi olsun. Bu durumda

Uan=001], [A.={0}.

nel nel
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Genellestirilmis Dagilma Kurallar:

A={4,:icl}veB= {Bj : j € J } aileleri verilsin. Bu durumda kesigimin birlesim tizerine dagilma
kuralinin genel hali:
(Us)n(Us)-U(Uwns
iel jeJ iel \jeJ

Ayrica, birlesimin kesigim tizerine dagilma kuralinin genel hali:

(04)u(0s) -0

el jedJ icl \jeJ

ispat:
xE(UAJﬂ UB] <:>SUE<UA7,> ve r € UB]
i€l jeJ i€l jeJ
< dicl,xc A;vedjec JxcbB
< diclvedjeJiginx € A;vex € B
— diclvedjecJiginxec A, NDB;
<:>LUEU U(Aszj)

i€l \jeJ
olup ispat tamamlanir. Diger kismin ispat1 da goyledir:
IL‘E(ﬂAl>U ﬂBJ <:>$€<ﬂ14@) veya T € ﬂBJ
i€l JjeJ i€l jeJ
<« Vicl,x € A;veyaVje Jxc B
< ViclveVjcJicgnxc A; veyax € B
< ViclveVjec Jicinxec A;UDB;
— T € ﬂ m (Al U BJ)
icl \jeJ
Ornek 2.12 A = { A}, A3, A5 } ve B = { By, B4 } olsun. Bu durumda I = {1,3,5},J = {2,4} olur.

(A1 U Az U A5) N (B2 U B4) =
(A1 N Bg) U (A1 N B4) U (A3 N BQ) U (Ag N B4) U (A5 N Bg) U (A5 N B4)
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Genellegtirilmis De Morgan Kurallar:

{A; i €1} ailesi verilsin. Bu durumda

<ﬂ Ai)/ =Ja’  ve (U Ai>/ = A/

iel el el el

ispat:

x € (ﬂAZ), = ¢4

iel i€l
Jeliginz ¢ A;

Ji € Iicinz € A/

T € UA/

el

111

Diger kismin ispat1 da goyledir:

l”?éUAz

el
Vieliginx ¢ A;

()

Vi€ Iicin z € A}/

T € ﬂAzl

el

ret

Coziimli Ornekler

1.) A\ B = AN B’ oldugunu gosterin.
Co6zim:

A\B={z:2€Avex¢B}={z:2€AvereB } =ANB

2.) AUB=BNC = AC B C C oldugunu gosterin.
Coziim: A C AU B oldugunu biliyoruz. AU B = BN C oldugundan A C B N C elde edilir. Ayrica
BNC C B oldugundan, A C B bulunur. Benzer gekilde:

BCAUB=CnNnBolupBCBNCCC

oldugundan B C C bulunur. Sonug olarak A C B C C dir.

3.) AUB=ANB < A= B oldugunu gosterin.
Co6ziim: Once AU B = AN B oldugunu kabul edelim. A = B oldugunu gostermek icin A C B ve
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B C A oldugunu gosterecegiz.

ACAUB=ANDBC Boldugundan A C B

— A= B.
BCAUB=ANBC A oldugundan B C A

Simdi de A = B oldugunu kabul edelim.
AUB=AUA=A=ANnA=AnNB.

Bu kismin ispati sdyle de yapilabilirdi:

AUB=AUA=A

— AUB=ANBAB.
ANB=ANA=A

4.) AC B=— AUC C BUC oldugunu gosterin.
Coziim: A C B oldugunu kabul edelim. O halde x € A =z € B dir.

reAUC=x€cAveyax eC =€ BveyazreC=x€ BUC

olup segilen x keyfi oldugundan 6nerme her x igin dogrudur. O halde AU C nin her eleman B U C nin

bir elemani olup ispat biter.

Not: Bu tiir ispatlarda p(xr) = ¢(x) onermesi dogru ise “oklar soldan saga dogru ilerlerken” p(x)

yerine ¢(x) yazilabilir. (¢(x) yerine p(x) yazilamaz.) Yine p(z) = ¢(x) 6nermesi dogru ise

{z:p(z)} S{e:q(z)}

kapsamas1 vardir. p(x) <= ¢(x) 6nermesi dogru ise; yani p(z) = q(z) ise

{z:plx)}={z:q(z)}
esitligi vardir.
5.) AU(BNC)=(AUB)N(AUC) oldugunu gosterin.
Coziim:

AuBNC)={z:x € Aveyaz e BNC}
={z:x€Aveya(xr€Bvexec(C)}
={xz:(x€Aveyax € B)ve (x € Aveyaz € C)}
={z:(x€AUB)ve(z € AUC)}
=(AUB)N(AUC)

6.) AC B,C C B, ANC = () veriliyor. Bu kiimelerin bog olup olmamasina gore farkli biitiin durumlar
Venn gemasi ile gosterin.
Coziim: Toplam 7 durum vardir. Sekilde 6 durum gosterilmis olup son durum A = B = C = 0

durumudur.
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B B B
A C A C
A=B C=B B
cC=0 A=1 A=C=1

7.) Asagida kartezyen diizlemin A, B,C ve D altkiimeleri verilmigtir. Buna gore sirasiyla AN B, (AN
B)NC ve (AN B)N(C N D) kiimelerini Venn semast ile gosterin.

B={(z,y):x+2y<6}
D={(z,y):y—2>0}

Coziim:

< y=u
0
5%
RS
SRR
RRRRKSS
SRR
RRIISHRKS
LRHRIGERRLRS
RRIGRARIRKSS
SRISFRRRIRKIAS
ECRSGERRIRLIRKS
SRIFRRIRRIIIRLRKRS
S ERRIRLLRKIELL
R IRIREILILHLKRS
BRKLLLLRLRLLELLLLGIE x
GIRIRIRIEIRHILIRKRS "~

\\‘%0‘0‘0‘0‘0‘0‘0‘0‘0‘0’0‘0‘0‘0‘0‘0‘0‘0‘0 T2 =6

gﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ‘iﬂiﬂgﬂﬂﬂﬂﬂp
FEHLHKKS RIS

\\\ 3SR IRIRIRLILRKS

N RRREKHKRELHKERLRRZRKHKRKKRS
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-~ y=2x
N
\
(ANB)N
1B \\\x+2y—6
4
NN
%D (AN B)N(CND)
/ //‘/\ _—
1B \ar—i—2y:6
/ 7

8.) De Morgan Kurallarimi ispatlaymn. Yani (AU B)’

Co6ziim:

(AUB) ={z:z¢€
cx¢Aver ¢ BYy={z:zecAvexeB }=ANB.

:{x

(ANB) ={z:xz¢c
cx¢Aveyax ¢ By ={z:0€ A veyazeB' } =AUB.

:{:[;

= A'NB' ve (ANB) = A’UB’ oldugunu gosterin.

(AUB) }={z:2¢ (AUB)}

(ANB)}={xz:2¢ (ANB)}

9.) A\ B= A\ (AN B) oldugunu gosterin.

Co6zim:

A\ (AN B)

=ANn(AnB)

=AN(AUB)=(AnAYUANB)=ANnB =
N——

0

A\ B
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10.) (A\ B)\C = A\ (BUC(C) oldugunu gosterin.

Coziim:
A\ (BUC)=AN(BUC) =ANn(B'NnC")=(ANnBYNC'=(A\B)nC'"=(A\ B)\C

11.) (AN B)N(A\ B) = () oldugunu gosterin.
Coziim:
(ANB)N(A\B)=(ANB)N(ANB)=(AnA)N(BNB)Y=ANn0=1

12.) (A\ B) N B = ) oldugunu gosterin.

Coziim:

(AN\B)NnB=(AnNB)YNB=AN(BNB)=An0=10
0
13.) A’\ B’ = B\ A oldugunu gosterin.

Co6zim:
A\B'={z:zecAvea¢B }={z:zcAvereB}={z:2c€Bveax¢ A} =B\ A

14.) AC AUB ve AN B C A oldugunu gosterin.

Coziim: “v € A = x € A veya € B” Onermesi her zaman dogru olur. (Yani z € B olmasa da
dogrudur.) O halde A C AU B dir. Benzer sekilde z € AN B ise x € A 6nermesi her zaman dogrudur.
O halde AN B C A dir.

15.) AC B= AU (B — A) = B oldugunu gosterin.

Coziim: A C Bise AUB = B ve AN B = A oldugunu biliyoruz. O halde

AU(B-A)=AUBNA)=(AUuB)N(AUuA)=BNE=B8B
B E

16.) AUB =0 = A= ve B ={ oldugunu gosterin.

Coziim: AU B = () olsun. A C AU B olacagindan A C () olur. Ayrica bos kiime her kiimenin alt
kiimesi oldugundan () C A dir. Buradan A = () elde edilir. Benzer sekilde B = () dir.

17.) A ve B kiimeleri i¢cin A C B <= AU B = B oldugunu gosterin.

Co6ziim: (=) Once A C B oldugunu kabul edelim. Bu durumda z € A = z € B dir. O zaman
r€eEAUB=zx€ Aveyaax e B=x € Bveyare B=z€B

olup AU B C B olur. Ayrica B C AU B her zaman dogru oldugundan AU B = B elde edilir.
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(«<=) Simdi AU B = B oldugunu kabul edelim. A C AU B oldugunu biliyoruz. AU B = B oldugundan
A C B elde edilir.

18.) (A") = A oldugunu gosterin.
Co6ziim:
A={z:zcA}y={z:a¢ A} :{z:xe(A)}=(A).
19.) AUB=FEve ANB=( <= B = A" oldugunu gosterin. (E : evrensel kiimedir)
Coziim: (—) AUB=FEve ANB =0 olsun. x € A’ = z ¢ A dir. Fakat € E olmali; yani
z € AU B olmahdir. O halde x € B olmah. Yani A’ C B dir. Simdi de

r€B= ANB = oldugundan v ¢ A =z € A’

olup B C A’ elde edilir. Sonug olarak B = A’ diir.
(«—<=)B=A= AUB=AUA =FE dir. Ayrica ANB=ANA"=0.
20.) A— B=0 <= A C B oldugunu gosterin.

Co6ziim: (—) A — B = () oldugunu kabul edelim. 2 € A alahm. 2 € B oldugunu gosterecegiz. Aksini
kabul edelim; yani z ¢ B olsun. Bu durumda = € B’ olur. O halde z € AN B’ = A — B olmalidir. Bu
bir ¢eligkidir, ¢iinkii A — B = () kabul edilmistir.

(«<=) Simdi A C B kabul edelim. Bu durumda A N B = A olur. Simdi

A—-B=ANB =(AnB)NnB' =AnN(BNB)=An0=40.

21.) AA(AN B) = A — B oldugunu gosterin.

Co6ziim: AN B C A oldugundan AU (AN B) = A dur.

ANANB)=(AU(ANB))—-(AN(ANDB))
=A—-(ANB)=An(AnB) =An(A"UB)
=(ANAYU(ANB)=0U(ANB)
=ANB =A-B.

22.) AAB ={ <= A = B oldugunu gosterin.

Coziim: (=) AAB=0— (A-B)UB-A) =0=—=A—-B=0veB—-A=0)=— AC Bve
B C A= A=B. (Not: A— B = () olmas: i¢in gerek ve yeter sart A C B duir.)

(=) A=B=— AAB=AAA= (AUA) — (ANA)=A— A=0.
23.) (AAB) = (AU B)N (AU B’) oldugunu gosterin.
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Coziim:

(AAB)Y =[(A-B)U(B-A) = [(AnB)u(BnA)]
=(ANB)N(BNA)=(AUB)N(AUuB’)

24.) AA(AUB) = B — (AN B) oldugunu gosterin.

Coziim: Esitligin sol tarafi en sade gekle getirilirse:

AN(AUB) = (AU(AUB))— (AN(AUB))=(AUB)— A

=(AUuB)NA =(AnAYuBNA)=0U(BnA)

=BnA
elde edilir. Jimdi de egitgigin sag tarafin1 sadelegtirelim:

B—(AnB)=Bn(AnB) =Bn(A'UB)
=(BNnAYUBNB)=(BNA)UD
=BnA

Esitligin her iki tarafi da B N A’ oldugundan ¢oziim tamamlanmistir.
25.) A= {A;:i €1} ailesi verilsin. Her ¢ € I igin A; C B ise
UmgB
i€l
oldugunu gosterin.
Coziim:
ze| JAi = Fielignz € A = = € B (Ciinkii 4; C B)
i€l
26.) A = {A;:iel} ailesi verilsin. Her i € I icin B C 4; ise
Bgﬂ&
i€l
oldugunu gosterin.
Co6ziim:
re€B=Vielignze A4; (QiinkiiBgAi):>meﬂAi

il
Coktan Secmeli Sorular
1.) A C B ise agagidakilerden hangisi her zaman dogrudur?
OA =B QR A\B=10 OACB OANB#0D
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2.) A\ B = A olmasi i¢in gerek ve yeter sart nedir?

OA=B OACB OBCA OB=10 & Higbiri
3.) A=[0,2] ve B =[1,7] araliklar1 ise A A B ise agagidakilerden hangisidir?
4.) B={{0},0,0,{0,0}} olduguna gore agagidakilerden hangisi yanhgtir?

O{0ychB Of{0,0}cB ObcnB O{{0}yrcB & Higbiri
5.) AAB kiimesi ile B kiimesinin tiimleyeninin simetrik fark: hangisidir?

O A\B OBNA O E\(ANB) R E\A O Higbiri
6.) ANB = Ave BNC = 0 ise agagidakilerden hangisi her zaman dogrudur?

RANC =10 OA=B OBuUC=F OAUB=A O Higbiri
7.) A= {A; :i €I} ailesi verilsin. Vi € I igin x € A; olmas1 igin gerek ve yeter sart nedir?

Oz e()A Oz¢()A ®z¢|JA OzelJA O Higbiri

i€l i€l i€l icl

8.) A ={A4;:iel} ailesi verilsin. 3i € I icin B C A; ise asagidakilerden hangisi dogrudur?
O BC()4 ® BC|JA O()4i=B Ol J4aicnB O Higbiri
el iel el i€l
9.) Evrensel kiime ile AU B kiimesinin simetrik fark: agagidakilerden hangisidir?

O AAB OANB O AupB X A'nB O Higbiri
10.) A ve B kiimeleri ayrik iki kiime olsun. s(AU B) =8, s(AN B’) =5 ise s(B) kagtir?
O4 X3 O5 O2 O Higbiri
11.) [(AU B)\ B] N A asagidakilerden hangisidir?
OANB OANB @ A\ B OANB O Higbiri

12.) Asagidakilerden hangisi dogru ise AU B = E her zaman dogrudur?

OBcCA R ACB OACA\B OANB#0 O Higbiri
13.) AN B = Aise AN B’ agagidakilerden hangisidir?

X0 O AUB O A OB\A O Higbiri
14.) A ={A;:i e} ailesi verilsin. Her k € I i¢in agagidakilerden hangisi dogrudur.

!/
O4cN4  oOoU4aca ®@N4aca O (ﬂm) C A4y O Higbiri
icl icl icl icl

15.) A= {A; :i €1} ailesi verilsin. Vi € I igin x ¢ A; olmasi igin gerek ve yeter sart nedir?

OzelJa OzelJa/ Oze()A ® z (A O Higbiri
i€l iel iel icl
16.) Aile B ayrik ise (A\ B) U (EAA) nedir? (E: Evrensel kiime)
O AUB OA OB RE O Higbiri

17.) (A\ B)A(B\ A) agagidakilerden hangisine esittir?
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OA O B\A OANB OB
18.) AAB = A'AB’ esitligi hangi sartlar altinda dogrudur?
OA=0veya B=1 OANB=1 OA=B & Her zaman dogru
19.) A ve B kiimeleri ayrik iseler agagidakilerden hangisi her zaman dogrudur?
OAAB=F OAAB=1 O A\B=10 OACB

20.) A C B ise agagidakilerden hangisi her zaman dogrudur?
OA =B OACB OANB#0 QR A\B=1

® Hicbiri

O Higbiri

& Higbiri

O Higbiri

21.) A ={A;:ieI} ailesi verilsin. 3i € I icin = € A;" olmas1 icin gerek ve yeter sart nedir?

Oz e()A Rz ¢ (A O=zelJ4 Oz¢lJA

i€l i€l i€l i€l
22.) AAB = AU B ise agagidakilerden hangisi her zaman dogrudur?
Q A ile B ayriktir OA\B=10 OB\A=10 OA=B
23.) A\ B = B\ A olmas: igin gerek ve yeter sart nedir?
OA=B=1 R A=B OAUB=FE OANB=10
24.) AU B = E ise agagidakilerden hangisi her zaman dogrudur?
OACPH OA=PF OB UA=B OANB=10
25.) AA (B\ A) agagidakilerden hangisidir?
OA OB\A OANB O A\B
26.) B={0,{0},a,{a},{1}} ise asagidakilerden hangisi yanlgtir?
OvcB ObeB O{a}CB OA{a,0}CB
27.) A ={A;:iel} ailesi verilsin. = ¢ ﬂ A; ise agagidakilerden hangisi dogrudur?
iel
Oz¢lJA OFJiel,xe A Q Jiel,ze A Oze()A/
i€l iel
28.) (E\ A)N (E\ B) = ) olmas i¢in gerek ve yeter gsart nedir?
OA=B ® AUB=FE OA=B=10 OANB=10

29.) A'N (A’ U B') asagidakilerden hangisine esittir?
O ANB oA O AUB O A\ B

30.) X = (—1,4] ve Y = (—2,2) U {3} ise XAY hangisidir?
O(=2,-1Ju2,4 O (-2,-1)U[2,4] O (-2,-1U(2,4 O (-2,-1)U(2,4]
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Bolum 3
Bagmtilar ve Ozellikleri

Tanim 3.1 a ve b herhangi iki eleman olmak iizere (a,b) seklindeki bir ifadeye bir swraly ikili denir.

Burada a’ ya 1. bilesen; b’ye de 2. bilesen denir. ki sirali ikilinin esit olmas1 soyle tanimlanir:

’(a,b):(c,d) = a:cveb:d.‘

Dolayisiyla genelde (a,b) # (b,a) dir. Benzer gekilde (x1, 9, ..., x,) seklindeki bir ifadeye bir swrals

n—Iz denir.

Kartezyen Carpim

Tanmim 3.2 A ve B iki kiime olsun. Birinci bilegenleri A dan; ikinci bilegenleri B den olan biitiin siral

ikililerin kiimesine A ile B nin kartezyen carpima denir ve A x B ile gosterilir. Yani
AxB={(a,b):ac Avebe B}.

Ozel olarak B = A ise:
AxA={(a,b):acAvebe A}

kiimesi yazilabilir ve bu kiime kisaca A? ile gosterilir. Genel olarak sirali n-lilerin kiimesi tanimlanabilir.
O halde
AXAx- - xA=A"={(z1,22,...,2p) 1 T1,..., 2, € A}

n—tane

yazabiliriz.

Kartezyen Carpimin Ozellikleri

Teorem 3.3 A, B,C ve D dort tane kiime olsun.
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Béliim 3. Bagitilar ve Ozellikleri

1) AxD=0xA=0

2.) Ax (BUC)=(AxB)U(AxC)
3.) Ax(BNC)=(AxB)n(Ax0)
4) ACB=AxCCBxC

5) ACBveCCD=AxCCBxD

Ispat 1.) Ax 0 = {(z,y):z € Avey e} kiimesi bogkiimedir; ¢iinkii y € @ 6nermesi her zaman
yanhstir. Dolayisiyla “a € A ve y € (" her zaman yanhstir. Benzer sekilde () x A = () dir.

ispat 2.)

(r,y) e Ax(BUC) <= z€ Aveye BUC

< ze€ Ave (y€ Bveyaye ()

< (reAveye B)veya(reAveye ()
< (z,y) € AX B veya (x,y) € Ax C
<~

(z,y) € (Ax BYU (A x ()

olup ispat tamamlanir.

Ispat 3.) pAgAr=(pAq)A(pAr) denkligi kullamhrsa;

(r,y) e Ax(BNC) < z€Aveye BNC
<— x€Aveye Bveye(C
< (r€AveyeB)ve(recAveyel)
< (z,y) € Ax Bve (z,y) € AxC
— (r,y) € (AxB)N(AxC)
olup ispat tamamlanir.
Ispat 4.) (z,y) e AxC=z€cAveycC=2€cBveye(C = (z,y) € BxC
olup ispat biter.
Ispat 5.) (z,y) c AxC=zcAveycC=2€cBveye D= (z,y) € Bx D
olup ispat biter. ]

Simdi de kartezyen ¢arpimin birlesim ve kesigim tlizerine dagilma 6zelliklerini genel olarak ispatlayalim:

Teorem 3.4 A ={A4;:icT}ve B={B;:jec J} aileleri verilsin.
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Béliim 3. Bagitilar ve Ozellikleri

1J<Um>xlj% = U @ixB

iel jeJ (i,5)eIxJ

zJ(m&>x(W@ - N xn)

iel jeJ (i,9)eIxJ

(z,y) € (LJA> X (]gBj)

ispat 1 .)

!

S (LEJIA> ve y € (gBj)

dicel,xecAyvedjecJyecbB;
dielvedjeJaxecA;veyc B
(i, j) € I x J,(x,y) € A; x B
@y e U (4xB)

(i,j)€IXJ

[

Ispat 2.)

]

(z,y) € (ﬂAZ) < | ) B

il jed

x € (ﬂAZ) veye | (B

iel jeJ
Viel,vecA;veVjeJycbB;
VielveVjeJxecA veyecDB;
V(i,j) € I x J,(z,y) € A; x Bj
(@y)e [ (A4ixB)

(4,5)eIxJ

1111

Ornek 3.5 A, B,C, D dért tane kiime olmak {izere:

1.) (AxB)N(CxD)=(ANC) x (BN D) esitliginin her zaman dogru oldugunu;

2.) (AxB)U(C x D)= (AUC) x (BUD,) esitliginin her zaman dogru olmadigin1 gésterin.
Coziim 1.)

(z,y) € (AxB)N(C x D) <= (z,y) € Ax Bve (z,y) € CxD
— r€AveyeBvexeCveyeD
< (r€Avexe(C)ve(ye BveyeD)
— rzeAnCveyeBND
<~ (z,y) € (ANC) x (BND)
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Béliim 3. Bagitilar ve Ozellikleri

Cozim 2.) A ={a,b},B={1,23},C ={b} ve D ={2,3,4} alinirsa esitligin dogru olmadig:

goriliir:

Ornek 3.6 A x (B\ C) = (A x B)\ (A x C) oldugunu gosterin.
Cozim: y ¢ C = (z,y) ¢ A x C olacagindan;

(x,y) e Ax (B\C)=z€Aveye B\C
—zxc€AveyeBvey¢C
= (z,y) € AX Bve (z,y) ¢ AxC
= (z,y) € (Ax B)\ (Ax ().

Ayrica;

(x,y) e (AxB)\ (AxC)= (z,y) € Ax Bve (z,y) ¢ AxC
—xzecAveye Bve (v ¢ Aveyay ¢ C)
—= (r€AveyeBvex¢g A)veya(r € Aveye Bvey ¢ C)
—zxc€AveyeBvey¢C
= ze€Aveye (B\CO)
= (z,y) € Ax (B\CO).

olup iki kiimenin egitligi gosterilmis olur.

ALISTIRMALAR

1.) Ax (BNC)=(Ax B)N (A x C) 6nermesinin dogru olmasi i¢in gerek ve yeter sart nedir?

Q) Her zaman dogru O A=0 QA=B=C=0 OA=0veyaBNC =0 (O Higbiri
2.) “Ax (B\C)=(Ax B)\ (A x C)” énermesi i¢in agagidakilerden hangisi dogrudur?

O Bazen dogru O Sadece A = () ise dogru @ Her zaman dogru () Her zaman yanhg O Higbiri
3.) Ax (BUC) =0 olduguna gore agagidakilerden hangisi kesinlikle dogrudur?

OAUB=10 OBNnC=10 OBxC=0 RANC =10 O Higbiri
4.) Her A, B, C kiimesi i¢gin p “AXx (BxC)=(AxB)x(C"veq:“Ax (BNC)=(AxB)N(AxC)"
ise:

O p,q:Dogru O p: Dogru, ¢: Yanlis ) p: Yanls, ¢: Dogru O p,q: Yanlis O Higbiri
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Béliim 3. Bagitilar ve Ozellikleri

5.) A, B ve C kiimelerinin eleman sayilar1 sirasiyla 12,8 ve 10 dur. Ayrica B ile C ayrik kiimelerdir.
Buna gore (A x B) N (A x C) kag elemanhdir.?

& Sifir O 180 O 24 O 12 O Higbiri
6.) A x B # () ise agagidakilerden hangisi her zaman dogrudur?
OANB=#0 O AAB# 0 OACB OANB=1 & Higbiri

(Dogru Cevap: AU B # () olabilir.)
7.) Her A,B,C iginp: A’ x B'=(Ax B) veq: AxC C Bx(C = AC B onermeleri i¢in hangisi
dogrudur?

O p,¢Dogru O p: Dogru, ¢: Yanhy (O p: Yanls, ¢: Dogru ) p,q: Yanhs (O Higbiri
8.) A x B = () ise agagidakilerden hangisi her zaman dogrudur?

OA=0 OA=0veB=10 RANB =10 OB =F O Higbiri

9.) X xY =Y x X olmas igin gerek ve yeter sart nedir?
RX=0veyaY =0veyaX=Y OXCYveyaY CX OX=Y O s(X)=s(Y) O Higbiri

Baginti

Tanim 3.7 A ve B birer kiime olsun. A X B nin bir alt kiimesine (bos kiime dahil) A’dan B’ye bir
bagintr denir. Eger A = B ise bu bagintiya kisaca kisaca A’da bir bagint: denir.

Ornek 3.8 A=1{a,b,c,d,e} ve B={1,2,4,6} olsun.

p1={(a,2),(a,4),(b,1),(d,1),(c,6) } C A x B olup A dan B’ye bir bagintidir
B2 = {(a,b),(b,b),(c,e)} CAx A olup A'da bir bagintidir

Tanim 3.9 3, A’dan B’ye bir bagmti olsun. (Yani § C A x B olsun).

Bt ={(yx): (x,y) € B}

bagintisma B'nin ters bagintist veya kisaca tersi denir. Bu durumda = C B x A oldugu aciktir.

Tanim 3.10 5 € A x B olsun. Bir kartezyen diizlemde A’'nin elemanlarimi yatay eksende; B’nin
elemanlarim da diigey eksende gosterelim. (z,y) € 3 ise P(x,y) noktalarmi isaretleyelim. Bu gekilde
elde edilen noktalar kiimesine 5’nin grafigi denir. Ayrica; A ve B kiimelerini Venn gemas ile yanyana
gosterelim. (z,y) € B ise x’den y'ye tek yonli oklar gizelim. Boylece elde edilen sekle f'nin gemas

denir.
Ornek 3.11 A={a,b,¢c,d,e} ve B={1,2,4,6} olsun.

B =A{(a,1),(a,4),(b,6),(c,6),(c,2), (e, 1), (e, 4) }
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Béliim 3. Bagitilar ve Ozellikleri

bagintisini grafigini ve semasini ¢izelim.

B
6 ° °
4 ° °
21 °
1 ° °
: A
a b c d e

Sekil 3.2: A’nin gemasi.

Tamim 3.12 A, B,C, D dort tane kiitme ve BN C # () olsun. 3 € A x B ve v C C x D olsun. f ile

~'min bilegkest .03 ile gosterilir ve g6yle tanimlanir:

YoB ={(x,2):Jy € B igin (z,y) € B ve (y, 2) 67}.‘

Dikkat: 3 ile v'min bilegkesi, sdylendigi sirada degil de .5 gseklinde yazilmaktadir.
Ornek 3.13 A={2,4,6,8},B={a,b,c,d},C={c,dye},D=1{1,3,5} olsun.

B ={(2,a),(2,¢),(6,0),(8,d),(2,e)} CAx B,
Y= {(Ca 1)7 (d73)7 (07 5)a (6, 1)} cCCxD
= Y = { (2a 1)? (67 1)7 (67 5)a (87 3)’ (27 5) }
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Bagintinin Ozellikleri

Bu kisimda 6zelligi incelenecek bagintilarin bir A kiimesinde tanimh oldugunu kabul edecegiz. (Yani

B C A x A). Simdi bu 4 6zelligi tamimlayalim.
Tanim 3.14 5 C A x A olsun. Eger her x € A i¢in (x,z) € § ise f’ya yanswyan bir bagnt1 denir.
Ornek 3.15 A ={1,2,3,4,5} olsun.

a1 ={(1,1),(2,2),(3,3), (4,4), (5,5),(5,1) } Yansiyandir
ar ={(1,4),(4,2),(2,2),(4,4),(5,5) } Yansiyan degildir

Not: (z,y) €  dnermesi xfy seklinde daha kisa gosterilmektedir. (Baz1 kaynaklarda yfSz yazilmak-
tadir.) Bu durumda

’ﬂ yansiyan <= Vzr € A,mﬁx‘

oldugu goriilebilir.

Tanim 3.16 A bir kiime ise x € A i¢in (z, x) seklindeki biitiin sirali ikililerin kiimesine A'nin késegens

denir ve 4 ile gosterilir. O halde:

’IA:{(x,a;):xeA} dlI‘.‘

Bu durumda da

’ﬁ yansiyan <= IAQﬁ‘

oldugu kolaylikla anlagilir.

Tanim 3.17 5 C A x A olsun. Eger her (z,y) € 5 i¢in (y,x) € § ise f’ya simetrik bir bagint1 denir.

Buradan

B simetrik <= f=p""!

oldugu goriilebilir.

Ornek 3.18 A={1,2,3,4,5} olsun.

Ar=1{(1,1),(2,2),3,3)} Simetriktir
B2 =1{(1,3),(3,1),(2,2),(3,3),(5,5) } Simetriktir
B3 ={(1,5),(3,3),(3,4),(4,3) } Simetrik degildir
Ba=10 Simetriktir
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Tanim 3.19 5 C A x A olsun. x # y olmak tizere, eger her (z,y) € 8 icin (y,z) ¢ B ise f’ya ters

simetrik bir baginti denir. Buna denk olarak

V(z,y) € B,(y,z) eB=2=y

Onermesi dogruysa S simetriktir diyebiliriz. Buradan

B ters simetrik <= FNBLC Iy

oldugu goriilebilir.

Ornek 3.20 A={1,2,3,4,5} olsun.

1 =1{(44),(2,2),(3,3)} Simetrik ve ters simetrik
v ={(1,3),(3,1),(4,5) } Simetrik degil, ters simetrik degil
73 =1(1,5),(5,1) } Simetrik, ters simetrik degil
v4=1{(1,3),(4,5)} Simetrik degil, ters simetrik
v5 =10 Simetrik ve ters simetrik

Tanim 3.21 5 C A x A olsun. Eger her (x,y) € 8 ve (y,2) € 8 i¢in (z,z) € ( ise f’ya gecigken bir

bagint1 denir. Buradan

’,8 gecisken <— B,8 C ﬁ‘

oldugu goriilebilir.

Ornek 3.22 A={1,2,3,4,5} olsun.

o1 =1{(1,1),(3,4) } Gegigken
o2 ={(1,3),(3,1),(1,1) } Gegisken degil, ¢linkii (3,3) ¢ o9
o3 =1{(2,3),(3,5),(2,5),(5,3),(5,5),(3,3) } Gegigken
oy =1{(1,3),(4,5),(5,1) } Gegigken degil, ¢iinkii (4,1) ¢ oy
o5 =10 Simetrik, ters sim. ve gegisken

Ornek 3.23 A = {1,2,3,4,5} kiimesinde sirasiyla; sadece yansiyan, sadece simetrik, sadece ters

simetrik, sadece gecisken olan birer bagint1 yazin. Daha sonra 4 6zellige de sahip olan ve hicbir 6zellige
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sahip olmayan bagintilar1 yazin.

Sadece yansiyan: (31 = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(1,2),(3,4),(4,3),(3,5) }
Sadece simetrik: By = {(1,2),(2,1) }
Sadece ters simetrik: 3 = {(1,2),(2,3)) }
Sadece gegisken: 34 = {(1,2),(2,1),(1,1),(2,2),(4,5) }
Biitiin ozellikler var: B85 = { (1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5) } = I4
Hicbir ozellik yok: 8 = { (1,2),(2,1), (1,1), (3,4) }

Ornek 3.24 Tamsayilar kiimesi Z'de “a8b <= 3! (a+2b)” sekline tanmimlanan bagmtinin ézelliklerini

inceleyin.
Coziim: (i) Her a € Z igin 3|(a + 2a) yani 3‘3@ olup afa dir. Yani bagint1 yansiyandir.

(ii) (a,b) € B = 3|(a+2b) = Tk € Z,a+2b = 3k = 2a+4b = 6k = 2a-+b = 6k —3b = 3(2k —b)
olup 2k — b € Z oldugundan 3|(b + 2a) = (b,a) € B. Yani [ simetriktir.

(iii) (1,4) € B ve (4,1) € B oldugundan S ters simetrik degildir.
(iv)
(a,b) € 8 = 3(a+2b) = 3k € Z,a + 2b = 3k
(b,c) € B=>3(b+2c) = Im € Z,b+2c=3m
Sagdaki esitlikler taraf tarafa toplanip gerekli diizenleme yapilirsa:
a+2c=3(k+m—b) = k+m+ —b € Z oldugundan 3|(a + 2¢) = (a,c) € B

olup B geciskendir.

ALISTIRMALAR

1.) Z’de tamimlanan “afb <= b = a+ 1” bagmtisinin 6zelliklerinin listesi agagidakilerden hangisidir?
(O Ters simetri, gegisme ) Ters simetri O Gegigme O Higbir 6z. yok O Higbiri

2.) N’de tamimh (z,y) € f <= “z asal veya < y ” bagintisinin 6zelliklerinin listesi nedir?

Q& Yansima () Yansima ve gegisme (O Higbir 6z. yok (O Yansima ve ters simetri () Higbiri

3.) N* kiimesinde “ (a,b) € B <= a|2b” bagmtisi i¢in agagidakilerden hangisi dogrudur?
O Yansiyan degil (O Simetrik (O Ters simetrik Q) Gegisken degil (O Higbiri

4.) R kiimesinde “ (a,b) € § <= |a —b| = 1 ” bagmtis1 i¢in asagidakilerden hangisi yanlgtir?
(O Yansiyan degil O Simetrik O Ters simetrik degil (O Gegigken degil & Higbiri
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5.) A=1{1,2,3} kiimesi lizerinde yansiyan olan kag tane bagint1 yazlabilir?

(O 32 tane (O 16 tane (O 512 tane & 64 tane (O Higbiri
6) a = { (17 2)7 (27 5)7 (57 3)7 (37 4)7 (57 1) } ve § = { (27 6)7 (17 6)7 (37 6)7 (4a 1)7 (57 2) } ise S(BOOK) =7
X 4 O 2 O3 O1 (O Higbiri

7.) “Yansiyan olmadig: halde kendisi ile bilegkesi yansiyan olan bagimtilar vardir” 6nermesi igin agag-
dakilerden hangisi séylenebilir?

O Yanhsgtir & Dogrudur (O Bir gey stylenemez (O Onerme degildir (O Higbiri
8.) A =1{1,2,3}’'min kuvvet kiimesi tizerinde 5 = { (X,Y) : X #Y, X CY } bagmtis1 kag elemanidir?

O 12 O17 O 16 O 13 & Higbiri
9.) N de “(a,b) € B <= a asal veya b asal veya a + b asal ” geklinde tanimlanan bagintinin
ozelliklerinin listesi hangisidir?

O Gegigken & Simetrik (O Gegigken ve simetrik O Higbir 6zellik yok O Higbiri
10.) A = {0,1,...,8} kiimesinde afb <= |b® — a?| < 64 bagntis1 igin asagidakilerden hangisi
dogrudur?

(O Yansiyan degil (O Simetrik degil (O Ters simetrik Q) Gegisken degil (O Higbiri
11.) 2 elemanli bir kiime iizerinde simetrik olmayan ka¢ tane bagimnti yazilir?

O 4 tane O 5 tane (O 6 tane (O 7 tane & Higbiri

12.) Bir A kiimesinde tanimli bir 8 bagintisinin gegisken olmasi igin gerek ve yeter sart nedir?
& BB C B OBUBICIy OBNp~Cla O BB =14 O Higbiri
13.) E = { a,b,c} evrensel kiime olsun. P(FE) kuvvet kiimesi tizerinde 8 = { (X,Y) : X =Y’} bagmtisi

kag elemanhidir?
(O 5 elemanh (O 6 elemanh (O 9 elemanh (O 10 elemanh & Higbiri

14.) a ={(1,2),(2,4),(3,4),(1,4),(2,3) } ve v ={(4,1),(3,3),(1,2) } ise a7y kag elemanhdir?
O 3 elemanh O 4 elemanh &) 5 elemanh O 6 elemanh O Higbiri

15.) Pozitif dogal sayilar kiimesi tizerinde afb <= 3|(a + 3) bagintis1 i¢in hangisi dogrudur?
(O Yansiyan (O Simetrik (O Ters simetrik Q) Gegisken (O Higbiri

16.) Z’de tanimh (z,y) € B <= “x + y cift veya x tek” bagimmtisinin 6zelliklerinin listesi nedir?
& Yansiyan, gecisken (O Yansiyan, simetrik ) Yansiyan () Yansiyan, ters simetrik () Higbiri

17.) f’da var iken f,(’da da olmas: gereken Ozelliklerin listesi hangisidir?

O Yansima () Yansima, simetri Q) Yansima, simetri, gegisme () Yansima, gegisme () Higbiri

18.) R’de tamimh (x,y) € f <= “x tamsay1 veya y < 0 ” bagmtisinin 6zelliklerinin listesi nedir?
O Gegigken (O Simetrik, gegisken & Higbir 6z. yok (O Ters simetrik (O Higbiri

19.) N* kiimesinde “ (a,b) € 8 <= a < 2b” bagnt1 igin agagidakilerden hangisi dogrudur?
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(O Yansiyan degil O Simetrik O Ters simetrik Q) Gegisken degil O Higbiri
20.) N7 kiimesinde “ (a,b) € 3 <= a < b veya bla ” bagint1 i¢in agagidakilerden hangisi dogrudur?

(O Yansiyan degil (O Simetrik (O Ters simetrik Q) Gegisken degil O Higbiri
21.) Bir bagint1 simetrik ise bu bagmtinin tersi i¢in agagidakilerden hangisi kesinlikle dogrudur?

(O Yansiyandir O Ters simetriktir Q) Simetriktir O Gegigkendir O Higbiri
22.) A ={a,b} kiimesi iizerinde simetrik olup ters simetrik olmayan kag tane bagint1 yazilabilir?

O Yazilamaz O2 O3 X 4 O Higbiri
23.) a=1{(2,4),(7,1),(6,6),(6,4),(7,4),(4,1) } ve 8 ={(1,2),(2,6),(3,4),(1,7),(2,7) } ise af kag

elemanhdir?

O 4 elemanh (O 5 elemanh &) 6 elemanh (O 7 elemanh O Higbiri

24.) a={(z,y) v,y e Rz +y =1} ve p = {(z,y) : 2,y € R,x —y = 3} ise foa = {(2,y) : x,y €
R,...... } kiimesindeki bogluga ne yazilmalidir?

Qzx—-—y=1 OQzx+y=4 Oz+y=0 Rr+y=-2 O Higbiri
25.) A en az iki elemal bir kiime ve & = A x A ise « igin agagidakilerden hangisi yanligtir?

(O Yansiyandir & Ters simetriktir (O Simetriktir O Gegigkendir O Higbiri
26.) N kiimesinde (a,b) € § <= “a + b ¢ift veya a asal” bagintisi i¢in hangisi dogrudur?

(O Yansiyan degil (O Simetrik (O Ters simetrik Q) Gegisken O Higbiri
27.) N\ {0}da zfy <= =z|(z + y) bagmtisinin sahip oldugu 6zelliklerin listesi hangisidir?

O Yansiyan ve gegisken O Yansiyan ve ters sim. () Yansiyan ve simetrik Q) Yansiyan(O) Higbiri
28.) Reel sayilar kiimesi R’de 28y <= |z — y| < 1 bagmtisi i¢in agagidakilerden hangisi dogrudur?

Q) Gegisken degil (O Ters simetrik (O Simetrik degil (O Yansiyan degil O Higbiri
29.) Z’'de (z,y) €8 < 3|y?> bagmtisinmn sahip oldugu 6zelliklerin listesi hangisidir?

O Ters simetrik () Ters simetrik ve gegisken &) Gegigsken (O Simetrik ve gegisken () Higbiri

30.) R'de aBb <= |a® —b3| <8 bagmtisi icin asagidakilerden hangisi dogrudur?
(O Yansiyan degil (O Simetrik degil (O Ters simetrik O Gegigken & Higbiri
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Bolum 4

Denklik Bagintilari

Tanim 4.1 3 bir ) # A kiimesi iizerinde bir bagint1 olsun. Eger 3 yansiyan, simetrik ve gecisken ise

B’va bir denklik bagintist denir.
Ornek 4.2 Z tamsayilar kiimesi iizerinde
B ={(x,y): x — y cift tamsayidir }
seklinde tanimlanan baginti bir denklik bagintisidir. Ciinkii
(i) Her x € Z igin x — = = 0 ¢ift olup Bz dir. Yani § yansiyandir.
(ii) (x,y) € = x —y ¢ift = y —x = —(x — y) ¢ift olup (y,z) € B. Yani [ simetriktir.

(i) (z,y) € B ve (y,2) € p = = —y = 2k;,y — 2z = 2ko olacak sekilde kp, ks tamsayis1 var
= x — z = 2(ky + ko) ¢ift olup (x, 2) € 8 = 3 ge¢iskendir.

Tanim 4.3 [ bir A kiimesi tizerinde bir denklik bagintisi olsun. (z,y) € § ise y elemani x elemanina
(8 bagmtisina gore) denktir denir. z elemanina denk olan biitiin elemanlarin kiimesine z’in denklik

swnafi denir ve T ile gosterilir. O halde
T={ycA:(xy)ept={ycA: apy}
Ornek 4.4 Tamsayilar kiimesinde

B={(z,y):3(z—y)}
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Boliim 4. Denklik Bagintilar:

seklinde tanimlanan baginti bir denklik bagintisidir. Buna gore

( ) b={...,-5,-2,1,4,7,...}
O0—y)}y={...,—6,-3,0,3,6,...}
1={yezZ:3|(1-y)}={...,-5,-2,1,4,7,... },
( )y={...,—4,-1,2,5.8,...}
( ) b={...,-4,-1,2,5,8,...}

yazabiliriz. Iki denklik sinifinin ya birbirine esit ya da ayrik oldugu goriiliir. Ayrica farkl denklik siniflar:
0,1 ve 2 dir. Bu denklik smniflarinin birlesimi de Z ye esittir.

Teorem 4.5 ( bir A kiimesi iizerinde bir denklik bagintisi olsun.
(i) Her a € A igin a # 0,
(ii) Her a,b € A icin yaaNb= () veya @ = b,

(iii) A daki elemanlarin denklik simiflarinin birlegimi A y1 verir. Yani A = U a.
acA

ispat (i) Bagmt1 yansiyan oldugundan her a € A i¢in a € @ olup @ # () dir.

ispat (ii) a,b € A olsun. aNb = () ise ispat biter. @ N b # @ olsun. Bu durumda @ = b oldugunu
gosterecegiz. ¢ € @N b alalim. O halde ¢ € @ ve ¢ € b dir. Simdi

x€a= (x,a) € § = (x,c) € B, ¢lnkii (a,c) € 8 ve 5 gegigken.

Ayrica (c,b) € 8 oldugundan (z,b) € 3 elde edilir. O halde x € b elde edilir. Benzer sekilde z € b =
x € a ispatlanabilir. O halde @ = b dir.

Ispat (iii) A daki her eleman bir denklik sinifina ait olacagindan ispat agiktir. O

Tanim 4.6 5 bir A kiimesinde bir denklik bagntisi olsun. § nin A da belirledigi (ayirdig1) denklik

siiflarinin kiimesine A nin 3 ya gore bélim kiimesi denir ve A/f ile gosterilir. Yani
A/p={a:ac A}.
Ornek 4.7 7 tamsayilar kiimesinde 8 = { (z,y) : 3| (z — y) } denklik bagmtis1 verilsin. Buna gore
Z/B=1{012}.

Tanim 4.8 A bos olmayan bir kiime olsun. A= {A; i€} ailesi verilsin. Eger agagidaki sartlar

saglaniyorsa A ailesine A kiimesinin bir parcalanigt (ayrvme) denir.
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Boliim 4. Denklik Bagintilar:

(i) Her i € I icin A; # 0,
(ii) Her i # j i¢in A; N Aj; =0, (Yani A; ler ikiger ikiger ayrik)

(iii) A ailesinin birlesimi A ya esit; yani

J4i=4

el

Ornek 4.9 A={1,2,3,4,5,6,7,8} kiimesinin iki ayrim:

A:{{1’475}7{2’3}7{6’8}7{7}}7 B:{{1}7{2}7{6}7{3’475v778}}v

Ayrica C = {{1,2,3,4,5,6,7,8} } = { A} ailesi de A nm bir ayrmmdr.

Teorem 4.10 3 bir A kiimesi iizerinde bir denklik bagintisi olsun. 8 nin A da ayirdigi denklik siniflar:
(yani A/fB) A mn bir ayrimim olugturur. Tersine A nin herbir ayrimi, verilen ayrimdaki her kiime bir

denklik simnifi olacak gekilde bir (ve sadece bir) denklik bagimtisi belirler.

Ispat: A /f min A nin bir ayrimim olugturdugu Teorem 4.5 de ispatlanmigtir. Simdi A nin bir A ayrimi
verilsin.

B={(zy): “ziley, A ayrimmdaki aym kiimeye aittir” }
seklinde tanimlanan bagmti bir denklik bagmtisidir ve A/f = A dir. O

Ornek 4.11 A = {a,b,c,d,e, f,g} kiimesinin bir ayrimi A = {{a,e},{b,c,d,f},{g}} olarak

verilsin. Bu ayrimin belirledigi denklik bagintist:
B =A{(a,a),(b,0),(c,c), (d,d), (e, e), (f, F) (g, 9), (ae), (e, a), (b, ), (¢, b),
(b,d), (d,b), (b, f), (f,b), (¢, d), (d, ¢), (¢, [), ([, ), (d, ), (f,d)}-

Gergekten de S nin bir denklik bagintisi oldugu ve A/ = {E, B,g} = A oldugu goriiliir.

Not 4.12 Denklik bagintilari igin genelde ~, ~, /=, =2, = gibi semboller kullanilir. Eger boyle bir sembol
kullamilmigsa (z,y) €~ yerine x ~ y kullanmak daha kullamghdir. Bagint:1 simetrik oldugu i¢in y ~ x

ile x ~ y aymdir.

ALISTIRMALAR

1.) A=1{1,2,3,4} kiimesinde 8 = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,3),(3,1) } bagntis: veriliyor. 5 den-

klik bagintisi ise belirledigi ayrimi bulunuz.

2) Zdex ~y < x°+y=x+1y? seklinde bir bagint1 tamimlaniyor. ~ bagmtismm bir denklik

bagintisi oldugunu gosterip —3,4, —4 ve 5’in denklik siniflarini bulunuz.
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Boliim 4. Denklik Bagintilar:

3.) Nde 28y <= 22+ 2z = 3% + y seklinde bir bagint1 tanimlaniyor. 8 bagntismin bir denklik

bagintisi oldugunu gosterip 1,3 ve 5’in denklik smiflarini bulunuz.

4.) Nt x N* kiimesinde (z1,y1) = (72,y2) <= x1y2 = y172 seklinde bir bagnti tanimlaniyor. =

bagmtisinin bir denklik bagintisi oldugunu gosterip (1,2) ve (2,3)’iin denklik smiflarimi bulunuz.

5.) Nx N kiimesinde (a,b) = (¢,d) <= a+d = b+ c seklinde bir bagint1 tanimlaniyor. = bagintisinin
bir denklik bagintisi oldugunu gosterip (2,5)’in denklik smifini1 bulunuz.

6.) Z kiimesinde z = y (mod 5) bagmtisi veriliyor. Bu bagintinin denklik bagintisi oldugunu gosterip
Z/ = boliim kiimesini yazinz.

7.) A={1,2,3,4,5} kiimesinin A = {{1,3,5},{2,4} } ayrmmimn belirledigi bagmtiy1 yaziniz.

8.) A kiimesinde tanimli 51 ve B2 denklik bagintilari verilsin. 81 N B2 her zaman bir denklik bagintisi

mudir? 51 U B9 her zaman bir denklik bagintisi midir? Gosterin.

9.) R de 28y <= 2® +y = y3 + 7 ile tammlanan 3 bagmtisi bir denklik bagintis1 midir? Eger denklik

bagintist ise 0 ve 2 denklik smiflarini bulunuz.
10.) Bir P kiimesinin bir ayrimi { A, Ao, A3} olduguna gore { A; x @, Az x @, Az X @ } kiimesinin
P x @ kiimesinin bir ayrimi oldugunu gosteriniz. ( Q # ) dir. )

11.) R’de tammlanan z8y <= 2% — y?> = 2(y — x) bagmtis1 bir denklik bagmtis1 midir? Denklik

bagmtisi ise 0 ve 1 denklik siniflarini bulunuz.
12.) Z'de afb <= 3|(a + 2b) ile tamimlanan bagint1 denklik bagintisi midir? Gosteriniz.

13.) Z’de afb <= 3|(5a +b) ile tanimlanan baginti bir denklik bagintisi midir? Denklik bagmtisi
ise 0 ve 1 denklik simflarimi bulunuz.

2

14.) Z de m ~ n <= m? —n? = n — m ile tammlanan bagmti denklik bagintis1 midir? Denklik

bagintist ise —2 ve 3 denklik siniflarini bulunuz.

15.) Z'de 28y <= 2? — 2y = y? — 2z ile tanimlanan bagmt1 denklik bagintis1 midir? Denklik bagintist
ise 6 ve —3 denklik siniflarim1 bulunuz. Hangi = € Z igin T sadece bir elemanhdir? (Nasil buldugunuzu
gosteriniz. )

16.) R de 208y <= |xr —y| < 1 ile tanimlanan § bagmtisi bir denklik bagimntis1 midir? Denklik bagimtist

ise 0 ve —2 denklik simiflarini bulunuz?

17.) Z'de 2By <= 23 + 5y = y> + 5z ile tanimlanan bagmt1 denklik bagintisi midir? Denklik bagintis

ise 0 ve 5 denklik siniflarini bulunuz.

18.) R de 28y <= 2% — y? = 8z — 8y ile tammlanan 3 bagmtis1 bir denklik bagintis1 midir? Denklik

bagmtisi ise 0 ve —2 denklik simiflarini bulunuz? Hangi a € R icin @ bir elemanlhdir.

19.) A ve B bos olmayan iki kiime olsun. Higbir elemani bog olmayan { A\ B, B\ A, AN B} ailesinin

AU B nin bir ayrim (ayrigimi) oldugunu gosteriniz.
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Boliim 4. Denklik Bagintilar:

20.) R de zfy <= 2% + Ty = y?> + Tz ile tammlanan 3 bagintis1 bir denklik bagintis1 midir? Denklik

bagintist ise 0 ve —3 denklik siniflarim bulunuz? Hangi a € R i¢in @ bir elemanhdar.

21.) Z de zfy <= |2? — y?| < 5 ile tamimlanan B bagmtisi bir denklik bagintis1 midir? Denklik

bagmtisi ise 2 ve —3 denklik siiflarin1 bulunuz?

22.) Rde zfy < y?>— 22 = 2% —3> ile tammlanan 3 bagmtisi bir denklik bagintisi midir?

Denklik bagintist ise 0 ve 2 denklik smiflarini bulunuz?

23.) 3 elemanh bir A kiimesi tizerinde ka¢ tane farkli denklik bagintis1 yazilabilir?

Or7 O8 O9 O 18 & Higbiri
24.) {{1,5},{2,3,4},{6},{7}} ayrimmn belirledigi denklik bagintisi ka¢ elemanhdir?

O 12 O13 O 14 & 15 O Higbiri
25.) 4 elemanl bir A kiimesi tizerinde 6 elemanh kag tane denklik bagmntis1 yazilabilir?

O3 O4 X 6 O8 O Higbiri

26.) 0 ={(1,1),...,(8,8),(1,2),(2,1),(1,7),(7,1),(2,7),(7,2) } bagintisinda kag¢ tane farkli denklik
sinifi vardir?
O4 Ob X 6 O7 O Higbiri
27.) R'de 28y <= 22+ 7y =y?>+ 7z denklik bagintisi ise v/2 nin denklik sinifi nedir?
O{va}  O{vava-7}  O{va1-v3} ®{viT-v3} O Hicbin
28.) R de 28y <= x? = y? denklik bagmntisina gére hangi saymm (sayilarm) denklik smifi bir

elemanhdir?

O TV2 O -1 O1 O 2 & Higbiri
29.) A ={1,2,3,4,5,6 } kiimesinde zf8y <= “x = y veyaz +y = 6" denklik bag. tanimlansin.
Buna gore A/ kag elemanhdir?

O3 X 4 O2 O5 O Higbiri

30.) A=1{1,2,3,4} kiimesinde tanimli bir denklik bagintisinin eleman sayisi agagidakilerden hangisi

olamaz?

O 16 O4 06 O 8 ® Hicbiri
31.) Rde (z,9) € B <= 23 —y> = x — y seklinde tanimlanan 3 bir denklik bagmtisi ise 0 kag
elemanhidir?

(O B denklik bagintis1 degil O1 O2 X 3 O Higbiri
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Bolim 5
Siralama Bagintilar:

Tanim 5.1 3 bir () # A kiimesi iizerinde bir baginti olsun. Eger 3 yansiyan, ters simetrik ve gecisken ise
B’ya bir parcals siralama bagintist veya kisaca siralama bagintisy denir. A kiimesine de (pargalz)
swralanmas kiime denir. Siralama bagintilar: genelde <, <, 5, <, 3 gibi sembollerle gosterilir. Ayrica
(z,y) €S ise bunu kisaca = < y seklinde yazar ve “< bagmtisina gore z,y den 6nce gelir” veya kisaca
“x,vy den Once gelir’ seklinde okuruz. Ayrica “y, x den sonra gelir” ifadesi de kullanilabilir. Bu gosterim

seklinin, daha 6nce (z,y) € (3 yerine xfy yazilan gosterim sekliyle uyumlu olduguna dikkat ediniz.

Tanmim 5.2 < bagmtisi bir A kiimesinde bir siralama bagintisi olsun. Eger z,y € A i¢in x < y veya
y < xise x ile y elemanlarina karsilastirilabilir elemanlar denir. Eger A nin biitiin elemanlart <

bagintisina gore kargilagtirilabilir elemanlar ise; yani
Ve,ye Az Syveyay S

onermesi dogruysa, < bagintisina bir tam siralama bagintisi, A kiimesine de tam siralanmag kiime

denir.

Ornek 5.3 Dogal sayilar kiimesinde bilinen < bagmtisim diigiinelim. Bu bagimt:1 bir siralama bagimti-
sidir. Ciinkii, her z € N i¢in z < z olup < yansiyandir. Ayrica, x < y,y < x ise = y olup bagint1 ters
simetriktir. z < y,y < z iken z < z olup bagint1 gegiskendir. Ayrica her z,y € Nigin x < y veya y < x

olup baginti tam siralama bagintisidir ve N tam siralidir.
Ornek 5.4 A = {a,b,c} kiimesinin kuvvet kiimesi
P(A) ={0,{a},{b} {c}.{a,b},{a,c} ,{bc} A}
iizerinde tanimlanan “C” bagintisini diigiinelim. Baginti1 siralama bagintisidir, ¢iinkii:
(i) Her X € P(A) i¢in X C X olup bagmt1 yansiyandir.
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Boélim 5. Siralama Bagintilar:

(i) X CY veY C X ise X =Y olup bagnt1 ters simetriktir.

(i) X CY veY C Z ise X C Z olup bagmt: gegigkendir.

Bu bagint1 bir tam siralama bagintis1 degildir, ¢iinkii, érnegin, { a,b} kiimesi ile { b, ¢ } kiimesi kargi-

lagtirilamaz.

Tanim 5.5 Bir < siralama bagimtisinin semas: ¢ < y ve © # y i¢in  den y ye yukar1 yonde bir ok
gizilerek elde edilen gekildir. Ayrica © < y ve y < 2z ise « den z ye ok ¢izilmez. Yani x < y olmas1 “x

den y ye yukar1 yonde oklar1 takip ederek gidilebilir” anlamina gelmektedir.

Ornek 5.6 A = {a,b,c,d, e} kiimesi iizerinde tanimlanan

/6 = { (a7 a’)7 (b7 b)’ (07 C)7 (d7 d)7 (67 6)7 (C7 d)’ (d7 a)’ (C7 a’)7 (C7 b)7 (b7 a)’ <67 d)’ (67 a’) }

N
NN

Ornek 5.7 Daha once verilen N deki bilinen < siralama bagmtisi ile A = {a,b,c} kiimesinin kuvvet

siralama bagintisinin gemasi:

kiimesi tlizerinde verilen C siralama bagintilarinin gemalar: s6yledir:

{a,b,c}

TN

2 {a,b} {a,c} {b,c}
1 {a} {b} {c}
0

AN

0

Tanim 5.8 < bagintisi bir A kiimesinde bir siralama bagintisi olsun. a € A olsun. Her x € A igin
rSa=z=a
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Boélim 5. Siralama Bagintilar:

onermesi dogru ise a elemanma bir kiictik eleman (minimal eleman) denir. Yani A kiimesinde
a’dan o6nce gelen eleman sadece a ise a elemanina bir kii¢iik eleman denir. Benzer sekilde bir b €
A elemanindan sonra gelen elemanlar sadece b'nin kendisi ise b’ye bir buyik eleman (maksimal
eleman) denir. Yani, her z € A i¢in

b<Sr=x=0>

Onermesi dogru ise b’ye bir biiyiik eleman denir. Tanimdan da anlagilacag: gibi bir sirali kiimede kiigiik

ve biiylik elemanlar birden fazla olabilir.

Tanim 5.9 < bagmtisi bir A kiimesinde bir siralama bagintisi olsun. B C A olsun. Eger her z € B
i¢in b < x olacak sekilde bir b € B varsa b'ye B kiimesinin en kii¢iik elemani (minimumu) denir.
Benzer gekilde, eger her x € B i¢in x < ¢ olacak gekilde bir ¢ € B varsa c'ye B kiimesinin en
bliyiik elemans (maksimumu) denir. Yani bir kiimenin en kiigiik (biiyiik) elemani kiimedeki biitiin
elemanlarla kargilagtirilan ve kiimedeki her elemandan énce (sonra) gelen elemandir. Bu elemanlar
sirasiyla min B ve maks B ile gosterilir. Tanimdan da anlagilacagi gibi bir kiimenin en kiigiik ve en

biiytik elemani (varsa) o kiimeye ait olmak zorundadir.

Teorem 5.10 Bir B C A kiimesinin minimumu ve maksimumu varsa bir tanedir.

ispat: b1 ve by, B kiimesinin iki minimumu olsun. b bir minimum oldugundan b; < by dir. Ayrica

~

bo de bir mininum oldugundan by < by dir. < bagintisi ters simetrik oldugundan b, = bs elde edilir.

~

Maksimumun (varsa) tek oldugu benzer gekilde ispatlanir. O

Ornek 5.11 A = {2,3,4,5,6,7,8,9,10} kiimesinde z < y <= :Ij}y siralama bagintisina gore
A kiimesindeki kiigiik elemanlarin kiimesi {2,3,5,7} ve biiyiik elemanlarin kiimesi {6,7,8,9,10}
dur. A kiimesinin en kiigiik ve en biiyiik eleman yoktur. min{2,4,8} = 2, maks{2,4,8} = 8 dir.
min{2,4,8,10} = 2 olup en biiyiikk elemam yoktur. {2,5,10 } kiimesinin en kii¢iik eleman1 yoktur,
ama maks { 2,5,10 } = 10 dur. Ne en kiigiik, ne de en biiyiik elemana sahip bir kiime ise {3,5,6,10 }

dur. Tek elemanli bir { a } kiimesinin en kii¢iik eleman da en biiyiik eleman1 da a dir.

Tanim 5.12 < bagntist bir A kiimesinde bir siralama bagintis1t ve B C A olsun. Bir ag € A ve her
x € B igin a9 < x oluyorsa ag elemanina B i¢in bir alt sinwr denir. Benzer gekilde, bir a; € A ve her
x € B igin x < ay oluyorsa a; elemanina B i¢in bir st sinar denir. Alt sinira sahip kiimelere alttan
stnarly kiime, tist simira sahip kiimelere de distten sinarly kiime denir. Eger B alttan sinirli bir kiime
ise, B nin biitiin alt sinirlarimin olugturdugu kiimenin en biiyiik elemanima (varsa) B nin en biyiik
alt sinart (infimumu) denir ve inf B veya ebas B ile gosterilir. Benzer sekilde, eger B iistten siirh
bir kiime ise, B nin biitiin tist sinirlarimin olugturdugu kiimenin en kiigiik elemanina (varsa) B nin en
kiigiik st swnary (supremumu) denir ve sup B veya ekiis B ile gosterilir. Tanimdan da anlagilacag:

gibi bir B kiimesinin {ist sinir1, alt sinir1, infimumu ve supremumu kiimeye ait olmak zorunda degildir.
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Boélim 5. Siralama Bagintilar:

Teorem 5.13 Bir B C A kiimesinin infimumu ve supremumu varsa bir tanedir.

Ispat: B kiimesinin infimumu (supremumu) B nin alt (iist) smirlarmn maksimumu (minimumu)
oldugundan ve bir kiimenin maksimumu (minimumu) eger varsa tek oldugundan (bkz. Teorem 5.10),

B kiimesinin infimumu (supremumu) varsa tektir.

Ornek 5.14 A = R alalim ve bilinen < siralamasimi diigiinelim. By = [0, v/3) olsun. Sifir veya negatif
bir say1 bu kiime i¢in bir alt smirdir. Yani B; in alt smirlarinim kiimesi (—oo,0] olup bu kiimenin
maksimumu 0 oldugundan ebas By = 0 dir. Benzer sekilde ekiis B; = min[v/3, 00) = /3 diir. Simdi de
Bs kiimesi olarak 0 dan biiyiik biitiin rasyonel sayilar1 alalim. B nin alt siirlarimin kiimesi (—oo, 0]
olup ebas By = 0 dir. By nin iist sinirlarinin kiimesi bogkiime olup bu kiime tistten sinirhi degildir o

halde supremumu yoktur.

Tanmim 5.15 A kiimesi bir siral kiime olsun. Eger A nin bos olmayan her alt kiimesinin bir en kiigiik
elemani varsa A ya iyt swralanmas bir kiime, buradaki siralama bagintisina da bir iyi siralama

bagintist denir.

Ornek 5.16 N kiimesi bilinen < siralama bagimtisina gore iyi sirali bir kiimedir, ¢iinkii her alt kiimesi-
nin bir en kii¢iik elemani vardir. Tam sayilar kiimesi Z iyi sirali degildir ¢iinkii, 6rnegin, Z~ kiimesinin
bir en kii¢iik elemani yoktur. R de iyi sirali degildir, ¢linkii (0, 1) agik araliginin bir en kiigiik elemam

yoktur.

Teorem 5.17 Iyi sirali her A kiimesi tam siralidir.

Ispat: z, y € A olsun. A kiimesi iyi sirali oldugundan { z,y } alt kiimesinin en kiigiikk eleman1 vardur.
Bu eleman z ise x < y olup z ile y kargilagtirilabilir. Aksi halde y < z olup y ile z karsilagtirilabilir.
Her iki halde de bu iki eleman kargilagtirihir. O halde A tam siralidir. U

ALISTIRMALAR

1.) A kiimesi 30 sayisinin pozitif bolenleri olsun. A iizerinde “z < y <= :U‘y” siralama bagintisi
verilsin. A kiimesi bu bagimtiya gore tam sirali midir? Iyi sirali mudir? B = A\ {1,30} kiimesinin en

kiigiik ve en biiytik eleman1 var midir? ekiis{ 3,5} =?,ebas{ 3,5} =7

2.) a) Iyi sirali bir kiimenin her alt kiimesinin iyi sirali oldugunu gésterin.
b) Tam sirali bir kiimenin her alt kiimesinin tam sirali oldugunu gosterin.

¢) Tam sirali olan fakat iyi sirali olmayan bir kiimeye 6rnek veriniz.

3.) A en az 2 elemanl bir kiime olsun. P(A) kuvvet kiimesi tizerinde tanimlanan

XY= XCY
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bagmtisinin bir siralama bagmtisi oldugunu gosteriniz. P(A) kiimesi bu bagintiya gore tam sirali midir?

Neden? A bir elemanli bir kiime olsaydi P(A) kiimesi tam sirali olur muydu? Neden?

4.) R x R’de tamimlanan agagidaki bagintinin bir siralama bagintis1 olup olmadigini inceleyiniz.

(z,y) < (a,b) <= x<avey<b

5.) A ve B tam siralanmug iki kiime olsun. A x B {izerinde agagidaki tanimlanan baginti bir siralama

bagintist midir? A x B bu bagintiya gore tam sirah mudir? (a < @/ <= a < d ve a # d’)

(a,b) 2 (d', V) < a < d ise veya a = a iken b < b’ ise

6.) A kiimesinde tanimh 51 ve 3 siralama bagmtilar: verilsin. 31 N 3 her zaman bir siralama bagintis

midir? B1 U 8o her zaman bir siralama bagintist midir? Gosterin.
7.) A=1{2,3,4,6,7} kiimesinde x < y <= y|z bagntisina gore kii¢iik elemanlarin kiimesi hangi-
sidir?

0{2,3,7} & {4,6,7} O {23} O {46} O Higbiri
8.) A=1{2,4,8,14} kiimesi lizerinde “z < y <= x|y’ siralama bagmtisina gore p : “A tam sirahdir”,

q : “A iyi siralidir” 6nermerinin dogruluk degerleri nedir?

O p,q:Dogru @ p,q: Yanlis (O p: Dogru, ¢: Yanhy (O p: Yanhs, g : Dogru (O Higbiri
9.) R’ de bilinen < siralama bagmtisina gore (—1,1) U {3} kiimesi i¢in agagidakilerden hangisi
dogrudur?

Q) ekiis, ebas var () ekiis, ebas yok () ekiis var, ebas yok (O ekiis yok, ebas var () Higbiri

10.) 4 elemanli bir A kiimesi tizerinde tanimlanan bir siralama bagintis1 en fazla kag elemanli olabilir?

& 10 O9 O7 O8 O Higbiri
1
11.) A = R kiimesinde bilinen < siralamasi verilsin. B = {x €Q: —5 <x< 4} olsun. Buna gore

ebas(B) ve ekiis(B) sirasiyla nedir?
1 1 1
X ——g Ve 4 O Yok ve 4 O —— Ve yok O 4 ve Y O Higbiri

12.) A=1{2,3,4,5,6,8,9,10, 14, 18,21 } kiimesi lizerinde “z < y <= x|y’ siralama bagntisina gore
asagidaki kiimelerden hangisinin ekiis’ii vardir?

O {3,4} O {45} O {56} O {6,8} & Higbiri
13.) R’de bildigimiz < siralama bagmtisi verilsin. Buna goére p : “R tam sirahidir”, ¢ : “R iyi siralidur”

onermelerini dogruluk degerleri nedir?
O p,q:Dogru O p,q: Yanhg @@ p: Dogru, ¢ : Yanhy (O p: Yanhs, ¢ : Dogru (O Higbiri
14.) A=1{1,4,5,6,8,10,16 } kiimesinde “x < y <= = | y" bagmtisina gore kii¢iik elemanlar nedir?
O {1,4,5,6} ® {1} O {45} O{L5} O Higbiri
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15.) 6 elemanl bir A kiimesi tizerindeki bir siralama bagintisi en az kag elemanli olmalidir?
X 6 Or O8 O9 O Higbiri
16.) Dogal sayilar kiimesinde bildigimiz < siralama bagintisi verilsin? A = {z € N: x > 7} kiimesi

i¢in ebas A ve ekiis A i¢in hangisi dogrudur:

O yok, 7 O yok, yok Oo,7 O 7, yok & Higbiri
17.) A=1{2,4,5,6,8,10,13 } kiimesinde “x < y <= z | y" bagmntisina gore biiyiik elemanlar nedir?

O{6,10} O {6,8,10} & {6,8,10,13 } O {5,8,10,13} O Higbiri
18.) 3 elemanli bir A kiimesi tizerindeki bir siralama bagintisi en fazla kag elemanl olur?

O4 Ob X 6 Or7 O Higbiri

19.) Rasyonel sayilar kiimesinde bildigimiz < siralama bagintis1 verilsin? { reQ:2>0,2<2%<49 }
kiimesin ebas’1 ve ekiis’ii i¢in hangisi dogrudur?

& yok, 7 O yok, yok 00,7 O 17, yok O Higbiri
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Bolim 6
Fonksiyonlar

Tanim 6.1 A ve B bos olmayan iki kiime ve f C A x B olsun, yani f, A’dan B’ye bir baginti olsun.
Eger agagidaki sartlar gergekleniyorsa f ye A’dan B’ye bir fonksiyon (doniisim, tasvir) denir.

(i) Her z € A i¢in (x,y) € f olacak gekilde bir y € B olmali; yani A’da f bagimtina gore eglenmemis

eleman olmamali,

(ii) Her z € A igin (z,y1) € f ve (x,y2) € f = y1 = y2 olmali; yani A kiimesinde bir eleman iki

farkli elemanla eglenmemeli.

Bagka bir ifadeyle, A dan B ye bir f fonksiyonu; A nin her elemanini B nin bir ve yalmz bir elemanina
esleyen bir kuraldir. Eger f bagintis1i A’dan B’ye bir fonksiyon ise bunu f : A — B sekline gosteririz.

Burada, A kiimesine f nin tanim kiimest, B'ye de deger kiimest denir.

Ornek 6.2 A= {a,b,c,d},B=1{1,2,3,4,5,6,7} olsun. Asagidaki bagmtilar1 inceleyelim.

fr=1{(a,3),(6,2),(¢,7) }
fa={(a,1),(b,5),(c,6),(d;3), (¢, 5) }
fz ={(a,6),(b,6),(c,6),(d, 6) }
fr={(a,3),(b,;1),(c,4),(d,7) }

Burada f; fonksiyon degildir, ¢linkii d elemani eglenmemistir. fo de bir fonksiyon degildir, ¢iinkii ¢
elemani iki farkh elemanla (6 ve 5) eglenmistir. f5 ve fy, A’”dan B’ye birer fonksiyon olup f3: A — B
ve fy: A — B yazanz.

Tanim 6.3 f : A — B bir fonksiyon olsun. (z,y) € f ise y elemanina x elemanmin f altindaki

goriintisi denir ve y = f(x) yazilir. Yani;

f=A(z,f(x):ze A}
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yazilabilir. A daki biitiin elemanlarin f altindaki goriintiilerinden olusan kiimeye f nin gdriintt

kiimesi denir ve G(f) ile gosterilir. Yani

G(f)={f(x):reA}={yeB:3wecAflx)=y}.
Buna gore 6nceki 6rnekte G(f3) = {6} ve G(f1) = {1,3,4,7} yazlabilir.

Tanim 6.4 f : A — B bir fonksiyon ve M C A, M # A olsun. Eger g : M — B fonksiyonu
her z € M igin f(z) = g(x) sartim saghyorsa g fonksiyonuna f fonksiyonunun M alt kiimesine
kisitlanmage denir ve g = f ‘ o yazilir. Benzer gekilde, A C D, A # D olsun. Eger h : D — B
fonksiyonu her = € A i¢in f(z) = h(x) sartin1 sagliyorsa h fonksiyonuna f fonksiyonunun D kiimesine

genigletilmigi denir. Bu durumda h‘ 4= [ oldugu agiktir.

x + |z

Ornek 6.5 f : R — R fonksiyonu f(z) =

g(x) = x kural ile verilmisse g fonksiyonu f nin RT kiimesine kisitlanmigidir ¢iinkii her z € R* igin

kurali ile verilsin. ¢ : RT — R fonksiyonu

_r+lz]  rtx
22

f(z) =z = g(x).

Bu durumda g = f ‘ g+ yazilr.

Tanim 6.6 f: A — B bir fonksiyon olsun. Bir y € B i¢in f(x) = y ise € A elemanna y nin bir

ters gériintiisii denir. y nin biitiin ters goriintiilerinin kiimesi f~!(y) ile gosterilir, yani

) ={zcA: fx)=y}

kiimesidir. Baz1 y/’ler icin f~!(y) kiimesi bos kiime olabilir. Ayrica Y C B ise Y’deki biitiin elemanlarin
ters goriintiilerinden olugan kiimeye Y kiimesinin ters gériinti kiimesi denir ve f~1(Y) ile gosterilir.
O halde

i) ={zcA: f@evi=r'w

yey

yazilabilir. f~(y) = f~1({y}) oldugu agiktir. Ayrica f~!(B) = A yazlabilir.

Tanmim 6.7 f: A — B bir fonksiyon ve X C A olsun.

X)) ={f):reX}={yeB:3IreX [(x) =y}

kiimesine X kiimesinin gérinti kimesi denir. G(f) = f(A) oldugu agiktir.

Ornek 6.8 f : R — R, f(z) = Sl% ve g : R — R,g(z) = 2> — 1 olsun. f([0,7]) = [0, %] ve

9((—2,00)) = [-1, 00) yazilir.
Ayrica f71((1,00)) = 0 ve g71([0,10]) = [-v/11, —1] U [1,/11] dir.
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Tanim 6.9 f ve g tamim kiimeleri A olan (yani ayni olan) iki fonksiyon ve her z € A i¢in f(z) = g(z)

ise f ile g ye esit fonksiyonlar denir ve f = g yazilir.

Ornek 6.10 f:N — Z, f(n) = (—1)" ve g : N — Z, g(m) = cos(mm) fonksiyonlar: esittir. Fakat

2
—6
h:R—Rh(x)=z—2vet:R\{-3} —Rtz)=212"0
T+ 3
fonksiyonlar esit degildir, ¢iinkii tanim kiimeleri farkhdir.

Tanim 6.11 f : A — A, her z € A igin f(xz) = z seklinde tanimlanan fonksiyona A nin birim
(6zdeslik) fonksiyonu denir ve I, ile gosterilir. A kiimesinin kogegeni olan Iy = {(z,z):x € A}

kiimesi ile 14 fonksiyonunun ayni oldugu goriiliir.

Tanim 6.12 f: A — B fonksiyonu bir b € B ve her x € A igin f(x) = b seklinde ise f fonksiyonu

bir sabit fonksiyon denir.

Tanim 6.13 f: A — B bir fonksiyon olsun. Eger A daki farkli iki elemanin goriintiisii her zaman
farkli ise; yani

her z1, 29 € A igin x1 # x9 = f(x1) # f(x2)

onermesi dogruysa f fonksiyonuna birebirdir (1—1) denir. Buna denk olarak, f nin 1-1 olmasi igin

gerek ve yeter sart

’ her z1, 29 € A i¢in f(x1) = f(x2) = x1 = mg‘

olmasidir diyebiliriz.

2 +5

Ornek 6.14 f:R — R, f(z) =

fonksiyonu 1-1 dir, ¢linki

x13—|—5 $23+5

f(z1) = f(22) = 3~ 3

:>:1:13+5:a:23+5

—— I = T9.

Fakat g : R — R, g(x) = cos(2z) fonksiyonu 1-1 degildir, ¢inkii f(0) = f(m) olup farkl iki reel

sayimin goriintiisii aynidir.

Tanim 6.15 f: A — B bir fonksiyon olsun. Eger her y € B i¢in f(z) = y olacak gekilde en az bir
x € A mevcutsa, yani B kiimesinde f bagintisina gore eglenmemis eleman yoksa, f fonksiyonuna bir

orten (tlzerine) fonksiyon denir. f orten <= f(A) = B oldugu goriiliir.

50



Boliim 6. Fonksiyonlar

Ornek 6.16 f:R — R, f(x) = 7z° — 11 fonksiyonu 6értendir. Bunu géstermek icin verilen her y € R
i¢gin f(x) = y olacak sekilde x € R bulmalyiz. y € R verilsin. Bu durumda

secilirse f(x) =y oldugu goriliir. (Verilen her y igin = bulunabilecegi aciktir.)

Simdi g : R — R, g(x) = e**! fonksiyonunu inceleyelim. y € R verildiginde = Iny — 1 secildiginde
f(x) = y olmaktadir, ancak y < 0 ise bu durumda z bulunamamaktadir. Bu durumda, mesela y = —1

i¢in, g(x) = —1 olacak sekilde z olmadigindan g 6rten degildir.

Tanim 6.17 f : A — B bir fonksiyon olsun. Eger f~! C B x A bagmtis1 da bir fonksiyon ise f~!

bagmtisina f fonksiyonunun ters fonksiyonu (kisaca tersi) denir ve f~!: B — A yazlabilir.

Teorem 6.18 f: A — B fonksiyonunun ters bagintisinin da bir fonksiyon olmasi igin gerek ve yeter

sart f nin 1-1 ve o6rten olmasidir.

Ispat: (=) f : A — B fonksiyonunun tersi de bir fonksiyon olsun. Her z1,zo € A icin f(z1) =
f(x2) =y olsun.

($17y)7 (l‘g,y) € f = (y7$1)7 (y7x2) € f_l

— f~1 bir fonksiyon oldugundan z; = x2

olup f nin 1-1 oldugu gosterilmis olur. Simdi 3 € B verilsin. f~! : B — A bir fonksiyon oldugundan
(y,x) € f~! olacak sekilde sadece bir tane x € A vardir. Bu durumda f(z) = y olup y nin f altindaki

ters gorlintiisii « dir. O halde f 6rtendir.

(<=) Simdi de f nin 1-1 ve érten oldugunu kabul edelim. f 6rten oldugundan f~! bagintisina gére B

kiimesinde eglenmemis eleman yoktur. Ayrica

(yaxl)v (yva) € f_l = (:L‘l,y)v (l’g,y) € f

= f 1-1 oldugundan, z; = x9

olup f~! bagmtina gére bir eleman birden fazla elemanla eslenmis olamaz. O halde f~! C B x A bir

fonksiyondur. O

Not 6.19 Eger f : A — B fonksiyonu 1-1 ve &rten ise (yani f~! de bir fonksiyon ise) her y € B
icin f~1(y) kiimesi tek elemanh oldugu icin, yani y nin ters goriintiisii tek tiirlii belirlendigi icin,
f~1(y) ifadesi “y nin ters goriintiiler kiimesi” degil de “y nin ters goriintiisii” olarak anlagilir. O halde

f fonksiyonu 1-1 ve értense, f(z) =y <= f~!(y) = = yazlabilir.

Teorem 6.20 f: A — B fonksiyonu 1-1 ve orten ise f~! : B — A fonksiyonu da 1-1 ve ortendir.
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ispat: f nin 1-1 ve orten oldugunu kabul edelim ve f~! in 1-1 ve orten oldugunu gosterelim. Her

Yy1,y2 € B igin

F7Hn) = M) = F(F o) = F(FH(2)

olup f~! fonksiyonu 1-1 dir. Simdi de = € A verilsin. f(z) =y € B dersek f~!(y) = x olup z in f~!

altindaki ters goriintiisiiniin y oldugu goriiliir. O halde f~! értendir. O

Tanim 6.21 f: A — B ve g: B — C iki fonksiyon ise f ile g nin (bagint1 olarak) bilegkesi de A

dan C ye bir fonksiyondur. Bu fonksiyona f ile g fonksiyonlarinin bileskesi denir ve g, f ile gosterilir.
gOf: {(.’E,Z) : Ely € B,(a;y) € fv(y)z) Gg}

olup y = f(x) yazalirsa z = g(y) = g(f(x)) olacagindan

(g0)(2) = g(f(x))]

kuraliyla verilir.

Teorem 6.22 f: A— B,g: B— C,h: C — D fig fonksiyon ise ho(gof) = (hog)of dir.
Ispat: Her a € A icin
[0 (g0 (@) = h((gof)(a)) = h(g(f(a))) = (hog)(f(a)) = [(hog)of](a)
olup ho(gof) = (hog)of esitligi elde edilir. O

Teorem 6.23 Birebir fonksiyonlarin bilegkesi birebir; 6rten fonksiyonlarin bilegkesi 6rtendir.

ispat: f: A — B ve g: B — C birebir fonksiyonlar olsun.

(90f)(a1) = (9o f)(az) = g(f(a1)) = g(f(az2))
= ¢ birebir oldugundan f(a;) = f(a2)

= f birebir oldugundan a; = as

olup go f fonksiyonu 1-1 dir. Simdi de f ve g nin érten oldugunu kabul edelim. g, f : A — C' oldugunu

hatirlayalim.

ce(C = g: B — C orten oldugundan 3 b € B, g(b) = ¢

= f: A — B orten oldugundan 3 a € A, f(a) =b

olup (gof)(a) = g(f(a)) = g(b) = ¢ oldugundan ¢ nin ters goriintiisii @ dir. O halde g, f ortendir. O
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Sonug 6.24
(i) f: A— B,g: B — C birebir ve ortense (gof)~' = f~1,¢g7 " dir.
(ii) f: A — B birebir ve értense fof ' =Ig ve f~! f = I dur.
Teorem 6.25 f: A — B ve g: B — C iki fonksiyon olmak {izere

(a) gof Orten ise g ortendir,

(b) gof birebir ise f birebirdir.

ALISTIRMALAR

1.) f: X — Y bir fonksiyon, A C X ve B C X olsun. Asagidakilerin dogru oldugunu gosterin:
i) f(ANB) C f(A)N f(B)
i) f(AUB) = f(A)Uf(B)

iii) f(A)\ f(B) € f(A\B)
iv) AC B— f(A) C f(B)
Ispat i.)
ye f(ANB)=— Jz € ANBign f(x) =y
= x € Avex e Bolup f(z) € f(A) ve f(z) € f(B)
— y € f(A) vey € f(B)
— y € f(A) N f(B).
Ispat ii.)
ye f(AUB) =3z c AUB icin f(z) =y
= x € A veya x € B oldugundan f(x) € f(A) veya f(x) € f(B)
— y € f(4) veyay € f(B)
=y € f(A)Uf(B).
Ayrica,
y € f(A)U f(B) =y € f(A) veyay € f(B)
= Jx1 € Aigin f(x1) =y veya Jxg € B igin f(xg) =y
= x1 € AUB olup f(x1) € f(AUB) veya x2 € AU B olup f(z2) € f(AUB)
= fz1) = f(z2) =y € F(AUB).
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Ispat iii.)

ye f(A)\ F(B) = y € f(A) ve y ¢ (B)
= dJx; € Aigin f(x1) =y veVx € Bigin f(z) #y
= 11 ¢ B olmali
= x1 € A\ Bolup f(z1) € f(A\ B)
=y € f(A\B)

ispat iv.) A C B olsun.

y€ f(A)=3Jzx e Aigin f(zx)=1y
= x € B olup f(z) € f(B)
=y € f(B)

2.) f: A — B bir fonksiyon, X C B,Y C B olsun. Agagidakilerin dogru oldugunu gosterin.

) SXUY) = fUX) UFAY)
i) X NY) = FUX) N
iii) J(/7M(Y) Y
iv) fUB\X) = A\ f(X)

Ispat i.)

ac fTH(XUY) < fla)eXUY
< f(a) € X veya f(a) €Y
> ac fH(X)veyaac fTHY)
= ac fTHX)UFHY)

Ispat ii.) Benzer sekildedir.
Ispat iii.)

be F(FY)) = Fa e fHY) icin fla) = b
— a e f~1Y) oldugundan f(a) € Y

—becY
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Ispat iv.) Burada f~!(B) = A oldugu hatirlanirsa:
a€ fTY(B\X) < fla)eB\X

<= f(a) e Bve f(a) ¢ X

— acf i (B)vead fHX)

= aefH(B)\fX)

— ac A\ fYX)
3.) f: A — B bir fonksiyon ve X C A olsun. X C f~(f(X)) oldugunu gosterin. Esitligin her zaman
saglanmasi icin gerek ve yeter sartin f nin 1-1 olmasi oldugunu gosterin.
Coziim: r€ X = f(z) € f(X)=z € f}(f(X)) oldugundan kapsama dogrudur.
Simdi de her X C A icin X = f~1(f(X)) oldugunu kabul edip f nin 1-1 oldugunu gosterelim.

aj,az € Aigin f(a1) = f(a) =b = X = { a1} secelim
— f(X) = {b} ve FHF(X)) = {ar, 02, } olur
— X = f1(f(X)) olacagmdan a; = ay olmaldur.
Yani f 1-1 dir.
Simdi de f nin 1-1 oldugunu kabul edelim. Simdi
a€ fTHf(X)) = fla) € f(X) = a € X (¢linkii f 1-1)

oldugundan esitlik gosterilmis olur. (Dikkat: Genelde “f(a) € f(X) = a € X” 6nermesi dogru
degildir.)
4.) f: A— B bir fonksiyon ve X C B olsun. f(f~!(X)) C X oldugunu gosterin. Esitligin her zaman
saglanmasi i¢in gerek ve yeter sartin f nin 6rten olmasi oldugunu gosterin.

Coziim: =z ¢ f(fY(X)) = Fye f1(X)icin f(y) =2 =y e f1X) oldugundan f(y) € X
dir. O halde x € X olup kapsama dogrudur.

Simdi de her X C B icin X = f(f~(X)) oldugunu kabul edip f nin 6rten oldugunu gosterelim.
X = Bsegelim = f{(X)=f"'(B)=A
= X = f(f1(X)) olacagindan B = f(A)

— f Orten

Simdi de f nin 6rten oldugunu kabul edelim.

z € X = f 6rten oldugundan 3y € f~1(X), f(y) = =

= f(y) € F(f (X))
=z € f(fTH(X))
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olup X C f(f~1(X)) olur. (Dikkat: Genelde “r € X = Jy € f~1(X), f(y) = 2” Snermesi dogru

degildir.) Kapsamanin diger yonii her zaman dogru oldugundan ispat tamamlanir.

5.) f: A— B, g: B — C iki fonksiyon ve g, f birebir olsun. Bu durumda f birebir olmak zorunda

midir? g birebir olmak zorunda midir? Ispatlayimiz.

Coziim: f 1-1 olmahdir, ispatlayalim: V a1, a9 € A igin

flar) = flaz2) = g(f(a1)) = g(f(az))
= (gof)(al) = (gof)(CLQ)
= ¢of 1-1 oldugundan a; = ay

olup ispat tamamlanir. g nin 1-1 olmas: gerekmez, mesela A = {a,b},B ={c,d,e},C={1,2,3} ve
f:{(a7c)7(b7d)}v g:{(671)7(d72)7(672)}7 gof:{(a,l),(b,2)}

orneginde g, f 1-1 dir fakat g 1-1 degildir.

6.) Asagida N den Z ye tamimh f fonksiyonunun 1-1 ve 6rten oldugunu gosterin.

z, n ¢ift ise;

f"TH, n tek ise.

Coziim: Eslemenin agagidaki gibi yapildigi goriiliir:
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

2 T R
0 -1 1 -2 2 -3 3 -4 4 =5

Once fmin 1-1 oldugunu gosterelim. n,m € N icin f(n) = f(m) olsun.
Durum 1. n,m gift: Bu durumda n/2 = m/2 den n = m bulunur.
Durum 2. n,m tek: Bu durumda —(n + 1)/2 = —(m + 1)/2 den n = m bulunur.

Durum 3. n tek, m ¢ift: Bu durumda m/2 = —(n+ 1)/2 den m + n = —1 elde edilir ki, m,n € N

oldugundan bdyle bir durum olamaz.

Durum 4. m tek, n ¢ift: Bu durumda n/2 = —(m + 1)/2 den m + n = —1 elde edilir ki, m,n € N

oldugundan bdéyle bir durum olamaz.
Sonug olarak, f 1-1 dir. Simdi de f nin 6rten oldugunu gosterelim. y € Z verilsin.
Durum 1. y > 0: Bu durumda z = 2y secilirse, x ¢ift bir dogal say1 olup

f(z) = f(2y) = Q?y =y olup f ortendir.

Durum 2. y < 0: Bu durumda x = —2y — 1 segilirse, x tek bir dogal say1 olup

_(—2y—1)+1 _

fl) = f(-2y —1) = -

Y olup f oOrtendir.
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Boliim 6. Fonksiyonlar

7.) f: A — B birebir ve g : B — C orten ise gof birebir olmak zorunda mudir? Orten olmak

zorunda midir? Acgiklayin.

Coziim: A={a,b},B={cde},C={1,2} ve

f:{(a'>c)a(b>d)}v g:{(672)>(d72)7(€71)}a gof:{(aaQ)a(baQ)}

ornegi incelendiginde iki cevabin da “hayir” oldugu goriiliir.

8.) 4 elemanh bir kiimeden 4 elemanli bir kiimeye kag tane 6rten fonksiyon yazilabilir?

O 256 O 16 ® 24 O 64 O Hicbiri
9.) f:R—R, f(z) = :c—2|:v olsun. Buna gore asagidaki fonksiyonlardan hangisi f nin R~ ye bir
kisitlanmigidir?
® glx) =z O gz) =22 O g) =0 O g(z) = 2/2 O Highiri
10.) f: R — R, f(z) = 22 ise f~1([4,9]) asagidakilerden hangisidir?
O [-2,4] O [2,3] O [-3.3] O [-3,21u{3} & Higbiri

11.) Tanim kiimesinden R ye agagida verilen fonksiyonlardan hangisinin tersi de bir fonksiyondur?
O flx) =23 - Tz R flx) =23/4 O f(x) =tanz O f(x) = esin® O Higbiri
12.) Asagidaki fonksiyonlardan hangisinin tersi de R den R ye bir fonksiyondur?
O h(z) =3" R g(z) =223 -3 Otlx) =239z O f(z) =tanz O Higbiri

13.) 4 elemanli bir A kiimesinden 5 elemanl bir B kiimesine kag tane 1-1 fonksiyon yazilabilir?

O 20 & 120 O 720 O 3125 O Higbiri
14.) f: R — R, f(z) =2 -2z + 1ise f1([-1,9]) =?
O {0¢4] O [_174] O (_0074] O [1a4] ® Hi(;biri
z+1

15') fag R — R,f(ﬂ?) = :E2 - 179('1') =
kiimesi nedir?
1 3
®{072} 0{072} OA{0,2} OA{o0} O Higbiri
16.) Asagidaki fonksiyonlardan hangisinin tersi de R den R ye bir fonksiyondur?

O h(x) = cos(1/x) Otx)=2°—= O flz)=¢€" R g(x) =2 - % O Higbiri

17.) 5 elemanl bir A kiimesinden 6 elemanli bir B kiimesine kag tane 1-1 fonksiyon yazlabilir?
O 65 = 7776 & 720 O 120 O 3125 (O Higbiri

olduguna gore (f,g~!)(x) = 0 denkleminin ¢éziim

18.) f:R — R, f(z) = —a? + 1ise f1([-1,4]) =?

O [0,1] O [-1,1] O (=00,0] O [1, V3] Q& Higbiri
19.) f,g: R — R, f(z) = 22 — 1,9(x) = vl
kiimesi nedir?

O {0,1} O {0,-1} ®{m§} 00 O Hichiri

olduguna gore (f,g~!)(x) = 0 denkleminin ¢éziim
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Boliim 6. Fonksiyonlar

20.) f: A — B bir fonksiyon olsun. Her X,Y C Biginp: “ f~4{XNnY) =1 X)Nf YY) " ve
q:“ f7YB\X)C A\ f1(X)” 6nermeleri veriliyor. As. hangisi dogrudur?
& p:Dogru, ¢:Yanhs O p, q:Dogru O p, q:Yanhs O p:Yanls, ¢:Dogru (O Higbiri

21.) Asagidaki fonksiyonlardan hangisi tanim kiimesinden R ye 1-1 dir fakat 6rten degildir?
1 .
O flz) =z O flz) =e" O flz) = Vinz O fla)=— & Hepsi

22.) f:R—R, f(z) = —a? ise f([-4,1]) =?

O [17 16] ® [_167 O] O [_47 _1] O [_170] O Higbiri
23.) f:Z — R, f(x) = x olsun. Agagidaki reel fonksiyonlardan hangisi f nin bir genigletilmigidir?

2
-2

O g(z) = |z| O h(z) = L — ; Q t(x)=[z] Or(@)==z-tanz-cotz (O Hepsi
24.) f:A— Bolsun. Her X,)Y CAiginp: “ f(XNY)=f(X)NfY) " veq:“ f(X)\f(Y)C
f(X\Y) ” O6nermeleri veriliyor. Buna gore:

O p:Dogru, ¢:Yanhs O p,q:Dogru O p,q:Yanhs Q) p:Yanhs, ¢:Dogru (O Higbiri
25.) f:R—R, f(z) =2*—3ise f1([-4,1]) =?
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Bolum 7
Islem ve Ozellikleri

Tanim 7.1 A bos olmayan bir kiime ve f : A — A bir fonksiyon ise f ye A da bir birli iglem
denir. Eger f : A x A — A bir fonksiyon ise f ye A da bir ikili islem denir. Benzer sekilde
f:AXAx- - x A— A Dbir fonksiyon ise f'ye A’da bir n—li islem denir.

n—tane

Ornek 7.2 A=R*TU{0} olsun. f : A — A fonksiyonu her z € A i¢cin f(z) = v/ kurahyla verilsin.
f, A’da bir birli iglemdir. g : A x A — A fonksiyonu her (z,y) € A X A i¢in g(z,y) = = + y seklinde
verilen fonksiyon bir ikili islemdir. Fakat z +y veya x — y seklindeki bir kural A x A kiimesinden A’ya
bir fonksiyon tanimlamadig: i¢in A’da bir ikili islem degildir.

Not 7.3 A x A’dan A’ya bir fonksiyon aslinda A nin iki elemaninin yine A nin bir elemanina egleyen
bir kuraldir. Bu nedenle A’da bir ikili iglemin tanimi “A nin iki elemanimin yine A nin bir elemanina

esleyen bir kural” olarak verilebilir.

Ornek 7.4 A={1,2,3} olsun. f : A x A — A fonksiyonu goyle verilsin:

(1,1) — 3, (2,1) —1, (3,1) —3
fi(1,2) —2, (2,2) —1, (3,2) —1
(1,3) — 2, (2,3) — 2, (3,3) — 1

Bu durumda f, A da bir ikili iglemdir.

Not 7.5 Bu bolimde sadece ikili igslemlerin 6zelliklerini inceleyecegiz. Bu nedenle “ikili islem” yerine
kisaca “islem” diyecegiz. Ikili iglemleri f, g harfi yerine genelde *, ®, %, ®, ®, o, O gibi sembollerle gostere-
cegiz. Ayrica ikili iglemleri elemanlarin ortasina yazacagiz, yani mesela bir énceki érnekte f(3,2) =1
yerine kisaca 3f2 = 1 yazacagiz. Eger f harfi yerine * sembolu kullamirsak bu ifadeyi 3 %2 = 1 seklinde
yazariz. Jimdiye kadar kullandigimiz toplama, ¢arpma, bolme, kesigim, birlegim ve simetrik fark gibi

islemlerin elemanlarin arasina yazildigina dikkat ediniz.
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Boliim 7. Islem ve Ozellikleri

Ornek 7.6 Bir A kiimesinin kuvvet kiimesi P(A) iizerinde tanimlanan kesigim (N) ve birlesim (U)

islemleri birer ikili iglemdir.

Islemin Ozellikleri

f, A’da bir ikili iglem olsun. f’yi % sembolii ile gosterelim.

Tanim 7.7 (Kapalilik Ozelligi) Her a,b € A igin a * b € A oluyorsa # islemine kapalider denir.

Islemin tanimmdan anlagilacag: gibi ashinda bir islem kapali olmalidir.

Tanim 7.8 (Birlesme Ozelligi) Her a,b,c € A igin

’(a*b)*c:a*(b*c)‘

Oonermesi dogruysa * igleminin birlegsme é6zelligi vardir veya kisaca * iglemi birlegsmelidir denir.

Tanim 7.9 (Degisme Ozelligi) Her a,b € A icin

onermesi dogruysa * igleminin degigme 6zelligi vardir veya kisaca * iglemi degigmelidir denir.

Tanim 7.10 (Birim (Etkisiz) Eleman Ozelligi) Her a € A icin

laxe=a ve exa=ce¢]|

sartini saglayan bir e € A varsa bu elemana * igleminin birim (etkisiz) elemamnt denir.

Tanim 7.11 (Ters Eleman C)zelligi) * iglemi birim elemani e olan bir islem olsun. Eger, bir a € A

icin

’a*b:e ve bxa=c¢e

sartini saglayan bir b € A varsa bu b elemanina a elemaninin * iglemine gore tersi (kisaca tersi) denir

ve genelde a~ ! ile gosterilir.

Not 7.12 Ters eleman 6zelliginden bahsetmek i¢in birim elemanin olmasi gerekir. Ayrica her elemanin
tersi olmayabilecegi gibi baz1 elemanlarin birden fazla tersi olabilir. Bir a elemanmimn tersi icin a~!
gosterimi standart degildir. Mesela bir sayinin toplama islemine gore tersi icini —a kullamilmaktadir.
Bazen a’nin tersi icin a~! kullanilmas1 1/a ile karismaktadir. Bu durumda @ nin tersi icin @ veya a’

sembolii kullanilabilir.
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Boliim 7. Islem ve Ozellikleri

Tanim 7.13 (Dagilma Ozelligi) * ve A islemleri A’da tanimlanmus iki ikili iglem olsun. Eger her
a,b,c € Aigin

’a* (bAc) = (a*b)A(a*c)‘

onermesi dogru ise * igleminin A iglemi iizerine soldan dagima 6zelligi vardir denir. Eger her

a,b,c € Aigin

’(aAb) *C = (a*c)A(b*c)‘

onermesi dogru ise * igleminin A iglemi lizerine sagdan dagilma 6zelligi vardir denir. x igleminin
A iglemi iizerine hem sagdan hem de soldan dagilma 6zelligi varsa kisaca dagilma o6zelligi vardir

diyecegiz.

Ornek 7.14 Reel sayilarda tanimlanan ¢arpma isleminin toplama iglemi tizerine dagilma 6zelligi var-

dir, ¢linkii her a,b,c € R igin
a-(b+c)=(a-b)+(a-¢c) ve (a+b)-c=(a-c)+(b-c)

onermesi dogrudur. Ancak toplama isleminin ¢arpma iizerine dagilma ozelligi yoktur. Ayrica kiimeler
tizerinde tanimlanan N ve U iglemlerinin birbiri {izerine dagilma 6zellikleri vardir, ¢linkii her A, B,C

kiimesi i¢in

AN(BUC)=(ANB)U(ANC) ve (AUB)NC=(ANC)U(BNC)
Oonermeleri ile birlikte

AUBNC)=(AUB)N(AUC) ve (ANB)UC=(AUC)N(BUC)
onermeleri de dogrudur.

Teorem 7.15 Bir * igleminde birim eleman (varsa) tektir.

ispat: * igleminin e ve f gibi iki tane birim elemani olsun. e bir birim eleman oldugundan e x f = f

dir. Ayrica f bir birim eleman oldugundan e * f = e olmalidir. O halde e = f dir. 0

Teorem 7.16 Birlegme 6zelligi olan bir * igleminde bir elemanin tersi (varsa) tektir.

Ispat: * igleminin birim eleman e olsun. a elemaninin b ve ¢ gibi iki tane tersi olsun. O halde
axb=bxa=axc=cxa=c¢e

yazabiliriz. Simdi;

b=bxe=bx(axc)=(bxa)xc=exc=c

olup b = ¢ oldugu gosterilmis olur. ]
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Boliim 7. Islem ve Ozellikleri

Ornek 7.17 %« : Nx N — N her z,y € N i¢in z *y = 4 2y seklinde tammlanan islemin 6zelliklerini

inceleyelim.
i) Her a,b € N igin a * b = a + 2b € N oldugundan iglem kapalilik 6zelligine sahiptir.

ii) Her a,b,c € N i¢in
(axb)xc=(a+2b)xc=a+2b+2c ve ax(bxc)=ax(b+2c)=a+2b+4c

ifadeleri genelde esit olmadigindan (mesela ¢ # 0 iken) birlesme 6zelligi yoktur.
iii) 2% 7 =16 ve 7+ 2 = 11 olup 16 # 11 oldugundan degisme 6zelligi yoktur.
iv) Her a € N i¢in

axe=a=—= a+2e=a=—= 2e =0=—= e =0 olabilir.

Ancak 0 * @ = 2a olup birim eleman 0 olamaz. O halde birim eleman yoktur. (Ya da, her a € N i¢in
e * a = a denkleminin saglayan bir e € N bulunamaz, ¢iinkii e = —a bulunur ve birim eleman a’ya

bagli olamaz.)

v) Birim eleman olmadigindan ters elemandan stz edilemez.

Ornek 7.18 Bir A kiimesinin kuvvet kiimesi P(A) {izerinde tanimlanan N igleminin 6zelliklerini in-
celeyelim. N : P(A) x P(A) — P(A) isleminin 6zellikleri:

i) Her X,Y € P(A) i¢in X NY € P(A) dir, ¢iinkii X CA Y C A= XNY C A dir. O halde iglem
kapalidir.

ii) Her X\Y,Z € P(A) icin XN (Y NZ)=(XNY)N Z olup iglem birlesme 6zelligine sahiptir.
iii) Her X,Y € P(4) i¢gin X NY =Y N X oldugundan iglem degisme 6zelligine sahiptir.

iv) Her X € P(A) igin X N A = X oldugundan ve iglem degigme 6zelligine sahip oldugundan birim

eleman e = A dir.

v) A'nin tersi A dir, ¢linkiit AN A=A = e dir. Eger X # A ise
XNY=YnX=A4
olacak gekilde bir Y € P(A) bulunamayacagindan X’in tersi yoktur. Yani sadece A'nin tersi vardir.

Not 7.19 Bir * igsleminin degisme 6zelligi varsa, birim eleman bulunurken a x e = a ve e xa = a
denklemlerinden sadece birisini kullanmak yeterlidir. Benzer gekilde ters eleman bulunurken de axb = e

ve b x a = e denklemlerinden sadece birisini ¢6zmek yeterlidir.

Ornek 7.20 Z tamsayilar kiimesinde a * b = a + b — 1 geklinde tamimlanan iglemin 6zelliklerini in-

celeyelim.

i) Her a,b € Z igin axb=a+ b — 1 € Z oldugundan iglem kapalidir.
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Boliim 7. Islem ve Ozellikleri

ii) Her a,b,c € Z igin
ax(bxc)=ax(b+c—1)=a+b+c—2=(a+b—1)xc=(axb)x*c

oldugundan islem birlesme 6zelligine sahiptir.
iii) Her a,b € Z iginaxb=a+b—1=>b+ a — 1 = b* a oldugundan iglem degigmelidir.
iv) Her a € Z i¢in
axe=a=—=a+e—1l=a=e=1
elde edilir, ¢iinkii islem degigmelidir.

Vyaxb=1=a+b—1=1=b=2—a olur. Islem degismeli oldugundan b * a = 1 denklemini

cozmeye gerek yoktur. Her a € Z icin a=! = 2 — a € Z olup her tamsayinin tersi mevcuttur.

Tanim 7.21 A ve B bog olmayan iki kiime olsun. ® : B x A — A geklindeki bir fonksiyona A da bir

dis islem denir.

ALISTIRMALAR

1.) Bir A kiimesinde tamimlanan A igleminin degisme ve birlegsme 6zelligi varsa, a, b, ¢, d € A i¢in
(aAb)A(eAd) = [(dAe) Na] Ab

oldugunu gosterin.

2.) f1, f2, f3, fa, [5, fo : R\ {0,1} — R fonksiyonlar1 agagidaki gibi tanimlansin:

1 r—1 1 T

fi(z) ==, f2($):m7 fs(z) = z f4(33):;, fs(x):x_la

Buna gore { fl: f2 } ) { f17 f3 } ) { f17 f4 } ) { f17 f5 } ) { flv f27 f3 } kiimelerinden hangﬂeri fonksiyonlardaki
bilegke iglemine gore kapalidir?

fo(z) =1—=.

3.) Z'de aA\b = |a| + |b| seklinde tanmimlanan iglemin 6zelliklerini inceleyin.

4.) Q x Q kiimesinde (a, b) * (¢,d) = (ac,ad + b) seklinde tammlanan iglemin 6zelliklerini inceleyin.
5.) Z'de x ®y = zy + 2(x + y) + 2 seklinde tanimlanan iglemin 6zelliklerini inceleyin.

6.) Rdea®b= Va2b? seklinde tammlanan iglemin ézelliklerini inceleyin.

7.) Z'de a b = b seklinde tanimlanan iglemin 6zelliklerini inceleyin.

8.) Z’de
a+b—2, a+bcift ise
axb=
%b, a + b tek ise

seklinde tanimlanan islemin 6zelliklerini inceleyin.
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9.) Q'da a* b= ab+ 1 geklinde tanimlanan iglemin 6zelliklerini inceleyin.

10.) Z’de a *b = a + b — ab geklinde tanimlanan iglemin 6zelliklerini inceleyin.

11.) R'de
a+0b, a>=bise
a*xb=
ab, a < bise

seklinde tanimlanan iglemin 6zelliklerini inceleyin.

12.) Iki elemanh bir A kiimesinde kag tane farkl iglem tanimlanabilir?

O 256 O4 X 16 O3’ O Higbiri
13.) RT kiimesinde tanimlanan a * b = a® seklindeki islem icin agagidakilerden hangisi dogrudur?

O Kapali degil O Birlegme 6z. var () Degisme 6z. var () Birim eleman var ) Higbiri
14.) Rasyonel sayilar kiimesinde her a,b € Q i¢in agagida tamimlanan kurallardan hangisi bir iglem

tanimlar?
O+ @ ovesr® ot
a - a
a2 +0bt+1
15.) Z'de a x b = a + b+ 9ab islemi tamimlaniyor. Buna gore tersi olan elemanlarin kiimesi nedir?

® {0} O {0,-1} 00 o{_;} O Hichiri

16.) Reel sayilar kiimesinde tamimlanan a * b = a + b — ab geklinde iglem igin agagidakilerden hangisi

O Higbiri

yanligtir?

& Her elemanin tersi var () Birlesme 6z. var O Degisme 6z. var () Birim eleman var O) Higbiri

17.) R’de agagida kurali verilen iglemlerin hangisinin birim elemani vardir?

OQaxb=sin(a-b) Qaxb=4""  OQaxb=a-b| Qaxb=a+2b—1 & Higbiri
18.) Bir () # A kiimesinin kuvvet kiimesi P(A) {izerinde X *Y = X \ Y iglemi tanimlaniyor. Buna
gore:

(O Her elemanin tersi var ) Birlesme 6z. yok () Degigsme 6z. var () Birim el. var () Higbiri

19.) Z’de a xb = b geklinde tanimlanan iglemle ilgili hangisi dogrudur?
O En az iki elemanin tersi var O Birlesme 6z. yok Q) Degisme 6z. var Q) Birim el. var@) Higbiri

20.) A kiimesinde bir * iglemi tammlansin. Baz1 elemanlarin birden fazla tersinin oldugu bilindigine
gore x ile ilgili ag. hangisi s6ylenebilir?

O Degisme 6z. yok @ Birlesme 6z. yok O Birden fazla birim el. var () Kapali degil O Higbiri
21.) Biitiin kiimeler iizerinde tammlanan Ax B = A U B iglemi i¢in agagidakilerden hangisi dogrudur?

(O Kapal degil (O Birlesme 6z. var (O Degigme 6z. yok O Birim el. var Q) Higbiri

22.) Asagidaki kiimelerden hangisi yaninda verilen iglemle bir monoiddir?
ORaxb=b0O NxN,(a,b) *(c,d) = (a,d) @ Z,axb=a+b—10 Qaxb=ab— 10 H.B.
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Bolum 8
Cebirsel Yapilar

Tanim 8.1 Uzerinde en az bir islem tamimh olan ve bu isleme gére bazi sartlar saglayan kiimeye bir
cebirsel yapr denir. Eger A kiimesi tizerinde bir * iglemi taninlanmigsa (A, ) ikilisine tek iglemli bir
cebirsel yapidir. Benzer sekilde, A bagka bir iglem ise (A, x, AA) yapisi iki iglemli bir cebirsel yapidir. Eger
« ve A iglemleri A ve B kiimeleri tizerinde birer n-li iglem iseler o zaman (A, %) ve (B, A) sistemlerine

ayne tirden sistemler denir.

Tanim 8.2 + : ZxZ — Z ve - : Nx N — N birer ikili iglemdir. O halde (Z,+) ve (N, -) ayn1 tiirden

sistemlerdir.

Tanim 8.3 Bog olmayan bir S kiimesi tizerinde tanimlanan * igleminin birlesme 6zelligi varsa (.S, *)

sistemine bir yarigrup denir. Birim elemani olan yarigruplara da momnoid denir.
Ornek 8.4 (N, +),(N,-), (R, +), (RT,-) sistemleri birer yarigruptur.

Tanim 8.5 G bog olmayan bir kiime ve *, G’de bir ikili iglem olsun. Eger agagidaki dort sart saglaniy-

orsa (G, *) sistemine bir grup denir.

i) Her a,b € G i¢in a x b € G. (Kapalilik)
ii) Her a,b,c € G i¢in (a xb) x ¢ = a * (b* c). (Birlegme)
ili) Her a € G i¢in a x e = e x a = a olacak gekilde e € G vardir. (Birim eleman)

iv) Her a € G i¢in a % b = b * a = e olacak sekilde b € G vardir. (Ters eleman)
Bunlara ilaveten eger

v) Her a,b € G i¢in a x b = b * a (Degisme)
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ozelligi varsa (G, *) sistemine bir abelyen (degismeli) grup denir.

Not 8.6 Burada (iv) 6zelligindeki b elemanma a nin * islemine gére tersi denir ve genelde b = a1

seklinde gosterilir. Grup iglemi toplama ise (veya toplamsal bir gosterim gekli kullamiliyor ise) b = —a

ile gosterilir.

Ornek 8.7 (Z,+),(Q,+), (R, +) sistemleri birer abelyen gruptur. Ayrica (Q\ {0},-),(R\ {0},
sitemleri de birer abelyen gruptur. Her elemanin tersi olmadigindan (N, +), (N,-) ve (Z,-) sistemleri

bir grup degildir.

Ornek 8.8 A # () olmak iizere (P(A),U) sistemini diigiinelim. Kapalilik ve birlesme 6zelligi kolaylikla
gosterilebilir. Birim eleman da ) dir. Ancak bu iglemde sadece birim elemanin tersi mevcuttur, ¢iinkii
X en az bir elemanl bir kiime ise

XUuY=YuXxX=90

sartini saglayan bir Y € P(A) bulunamaz. O halde (P(A),U) sistemi bir grup degildir.

Ornek 8.9 G = {3% : x € Z} kiimesinde 3% x 3¥ = 3%*¥ geklinde bir * iglemi tammlaniyor. a,b € Z
icin @ + b € Z oldugundan 3% x 3% = 3%t € G olur. Ayrica

3% % (3P % 3¢) = 39 x 30F¢ = gatbre — gatb, gc _ (30, 3b) 3¢

olup * isleminin birlesme 6zelligi vardir. Birim elemaninin 3° = 1 oldugu kolayca goriiliir. Her 3¢ € G

elemaninin tersi 37 € G elemanidir, ¢iinki

3¢ %37 " =3""%3"=3"=1,
Sonug olarak (G, ) sisteminin bir grup oldugu goriiliir.
Teorem 8.10 (G, *) bir grup olsun.

a) G’nin birim eleman1 yeganedir.
b) Her elemanin sadece bir tane tersi vardir.
c) Her a € G igin (a=1)~ dir.
d) Her a,b € G igin (a*b)"' =b"1 a1 dir.
Ispat a) Bir iglemde birim elemanin tekligi gosterilmigtir. (Teorem 7.15)
Ispat b) # igleminin birlesme 6zelligi oldugundan her elemann tersi tektir. (Teorem 7.16)

Ispat c)rxy=ecveyx*r=eise z” ' =y oldugunu biliyoruz. Simdi

alxa=e ve axa l=c¢
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1

olup z = a~! ve y = a dersek (a=!')~! = a oldugu goriiliir.

ispat d) Simdi

(axb)x (bt xa ™) =ax(bsb V)sal=axat=e
——

e

(b txa ) x(axb)=btx(atxa)sb=b"txb=0¢
—_——

e

esitliklerinden ispat tamamlanir. O

Tanim 8.11 (G, ) birim elemani e olan bir grup ve n € N olsun. Her a € G igin:

a) a' =a,

3 n n—1

b) a?=ax*a,a® =axaxa,....,a" =a"txa (n>=2)

c)a’=e

seklinde tanimlanir. Bu tanimlar ¢arpimsal gosterim sekli igindir. Toplamsal gosterim seklinde grup

islemi + ile ve bir a elemaninin tersi —a ile gosterilir. Bu durumda yukardaki tanimlar
lra=a, na=(n—-1)a+a, 0-a=e, (—n)a=—(na)

seklinde verilir.

n

Teorem 8.12 (G,*) bir grup ve m,n € Z olsun. Bu durumda her z € G igin (2™)" = =z

™ x g = 2™ dir.

mnye

Tamm 8.13 (G, *) bir grup ve ) # S C G olsun. Eger (S, *) yapisi bir grup ise (yani S kiimesi de

ayn1 * iglemine gore grup oluyorsa) S’ye G’'nin bir altgrubu denir.

Not 8.14 Eger S kiimesi bir altgrup degilse ya kapali degildir, ya birim eleman yoktur ya da S’deki

bazi elemanlarin tersleri S ye ait degildir. Ancak S C G oldugundan birlesme 6zelligi S’de vardir.

Ornek 8.15 (Z,+) grubu (Q, +) grubun altgrubudur. (Q\ {0},-) grubu (R\ {0},-) grubunun alt-
grubudur.

Teorem 8.16 (G, ) bir grup ve S de G'nin bog olmayan bir altkiimesi olsun. S nin bir altgrup olmasi

icin gerek ve yeter sart her a,b € S icin a * b~ € S olmasidir.
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Ornek 8.17 G = (Z,+) grubu olsun. m € Z sabit bir tamsay1 olmak {izere mZ = {mk : k € Z} alt
kiimesini diiginelim. a,b € mZ olsun. Bu durumda bir ki, ks € Z igin a = mk1,b = mky geklindedir.

Biz a x b~! € mZ oldugunu; yani a — b € mZ oldugunu gosterecegiz. Simdi, k; — ks € Z oldugundan
a—b=mky —mky =m(ks — ko) € mZ
olup Teorem 8.16 den dolayr mZ bir altgrup olur.

Ornek 8.18 (G, *) bir grup ve a € G olsun. H = {2 € G:a*x =z *a} kiimesinin bir altgrup
oldugunu gosterelim. z,y € H alalim. O halde a xx = x *xa ve a xy = y * a dir. Jimdi

a*xy=1y*xaq— saugdany_1 ile,a:y*a*y_l

1 1

= soldan y~'ile ,y~

*a=ax*xy
olup y~! € H oldugu goriiliir. Daha sonra,
(x*y_l)*a:x*(y_l*a) :x*(a*y_l) = (m*a)*y‘l = (a*:c)*y_l :a*(m*y_l)

oldugundan z *y~! € H oldugu goriiliir. Teorem 8.16’den dolay1 H bir altgruptur. Aslinda bu altgrup

a elemani ile degismeli olan elemanlarin kiimesidir.

Tanim 8.19 Bos olmayan bir H kiimesi iizerinde & ve ® ikili iglemleri tanimlansin. Eger agagidaki

sartlar saglaniyorsa (H, ®, ®) iki iglemli cebirsel yapisina bir halka denir.
a) (H,®) bir abelyen gruptur.
b) (H,®) bir yar1 gruptur.
c) © igleminin @ {izerine dagilma 6zelligi vardir.

Ornek 8.20 Bilinen toplama ve ¢arpma islemlerine gére Z,Q, R ve C kiimeleri birer halkadir. Yine,
bilinen matris toplamasi ve matris carpmasi iglemlerine gore 2 x 2 tipindeki reel matrislerin kiimesi bir

halkadur.

Tanim 8.21 Bos olmayan bir H kiimesi tizerinde @ ve © ikili islemleri tanimlansin. @ igleminin birim
elemanim Oy ile gosterelim. Eger agagidaki sartlar saglaniyorsa (H,®,®) iki iglemli cebirsel yapisina

bir cisim denir.
a) (H,®) bir abelyen gruptur.
b) (H\{0g },®) bir abelyen gruptur.
¢) © igleminin @ iizerine dagilma ozelligi vardir.

Ornek 8.22 Bilinen toplama ve ¢arpma islemlerine gore Q, R ve C kiimeleri birer cisimdir. Modulo 7

toplama ve garpma iglemlerine gore Z7 = {0,1,2,3,4,5,6 } kiimesi bir cisimdir.
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ALISTIRMALAR

1.) Asagidaki kiimelerin yanlarinda verilen iglemlerle birlikte birer abelyen grup olugturup olugturma-

diklarini aragtiriniz.

a)Naxb=a—-» b) R\ {0},axb=a/b
c) Q\{0},axb=2 d) RT,axb=2

a 0 .
e) G= :0# a € R ;, matris ¢garpmasi.

0 1/a

2.) (G, *) bir grup olsun. Her a,b € G igin (a * b)? = a® * b? ise G'nin degismeli oldugunu gosterin.

3.) G={zrzeR:—1<z <1} kiimesi {izerinde

islemi tanimlaniyor. (G, o) siteminin bir grup oldugunu gosterin.
4.) (G, %) bir grup ve H de onun bir altgrubu olsun. a € G olmak iizere agagida verilen kiimenin de

bir altgrup oldugunu gosterin.

chfl:{a*h*afl:hEH}.

5.) G kiimesi 2 x 2 tipindeki tersi olan matrislerin kiimesi olsun. G’nin bilinen matris garpimu ile bir
grup oldugunu biliyoruz. Asagida verilen H kiimesinin G’nin ve K kiimesinin de H’nin bir altgrubu

oldugunu gosterin.

it fooeflor] e
H= ca,bde€R,ad£0 %, K= heER b,
0 d 01

6.) G = { a+b/5:a,beQ,a#0veyab#0 } kiimesinin bilinen ¢arpma iglemine gore bir grup
oldugunu gosterin. (Ipucu: a,b,c,d € Qigin a +bvV/5=c+dVbs <= a=cveb=d.)

—b a
pimi ile grup mudur? a # 0 ve b = 0 olacak gekildeki matrislerin kiimesi H bir altgrup mudur?

a+2b 3b NP :
7.) G = : a ve b ikisi birden sifir olmayan reel sayilar p kiimesi bilinen matris ¢ar-

a 0

8.)G= { ; ] ca,be R ab#0 } kiimesi bilinen matris ¢arpimi ile grup mudur? b = —1 olacak
0

sekildeki matrislerin kiimesi H bir altgrup mudur?

9.) G={(a,b):a€Z,bec Q} kiimesi iizerinde (a,b) * (¢,d) = (a + ¢,27°b + d) iglemi tanimlaniyor.
(G, *) grup mudur? Abelyen midir?
10.) G ={(a,b) 1 a,b € Z,a < 0,b > 0} kiimesi tizerinde (a, b) *(c,d) = (a+c, bd) iglemi tanimlaniyor.
(G, %) grup mudur? Abelyen midir?
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11.) Bir (G, *) grubunda e birim eleman1 gostermek tizere axbkxcxd = e ise bxcxd*a = e, cxd*axb = e
ve d *x a * b* ¢ = e oldugunu gosterin.
12.) (G, *) bir grup ve a,b € G icin a® = b?> = (a * b)? = e ise a * b = b * a oldugunu gosterin.
13.) (R, +),(Z\{1},+) ve (Q,") sistemleri neden birer grup degildir? Aciklaymn.
14.) Asagidaki sistemlerden hangisi bir abelyen gruptur?
15.) Asagidaki kiimelerden hangisi yaninda verilen iglemle bir monoiddir?
ONaxb=a+b+10Qaxb=a@ Raxb=a+b+ab(Q Z",a*b= OBEB(a,b) H.B.
16.) Asagidaki sistemlerden hangisi bir grup degildir?
O (@\{0},) O (C,+) ® ([0,00),+) O (@) O Higbiri
17.) Asagidaki kiimelerden hangisi yaninda verilen iglemle bir yarigruptur?
ONaxb=a+20 QR axb=0a"" O Qua*xb=2a—2b (O Z,a*xb=|a+bl—1Q& Higbiri

18.) Bir A kiimesinde tanmmlanan # igleminin birim elemani olduguna gore ag. hangisi kesinlikle
dogrudur?

O En az 2 elemanin tersi var() Birlesme 6z. var() Degigsme 6z. var() (A, %) bir monoid@) H.B.

19.) Asagidaki kiimelerden hangisi yaninda verilen iglemle bir monoiddir?
ORaxb=bO NxN,(a,b)*(c,d) =(a,d)Q Z,axb=a+b—10 Q,axb=ab—10 H.B

20.) As. sistemlerin hangisi bir abelyen gruptur? (a * b =OKEK(a,b) ve A= {V2 -z :z € Z} dir)
O (ZTu{0},+) O @\{-1},) O (N*, %) X (A,+) O Higbiri
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Bolim 9

Sayilabilirlik

Tanim 9.1 A ve B bos olmayan iki kiime olsun. Eger A’dan B’ye 1-1 ve 6rten bir fonksiyon yazila-

biliyorsa A ve B kiimelerine es gii¢liidiir denir. (Boskiime sadece kendisi ile eg giicliidiir.)

Ornek 9.2 A={a,b,c,d} ve B=1{2,3,4,5} olsun. f = {(a,4), (,3),¢,2,(d,4) } fonksiyonu 1-1 ve

orten olup A ile B eg giigliddiir. Tam sayilar kiimesi ile ¢ift tamsayilar kiimesi 2Z eg gii¢liidiir, ¢linkii
g:7Z —27,9(n) =2n
seklinde tanimlanan fonksiyon 1-1 ve ortendir.

Teorem 9.3 Kiimeler arasinda tanimlanan “es gii¢lii olma” bagintisi bir denklik bagintisidir.
Ispat: Her A kiimesi icin 14 : A — A birim déniigiimii 1-1 ve érten oldugundan A ile A eg giicliidiir.

A ile B es giiclii ise f : A — B 1-1 ve 6rten fonksiyon vardir. O halde, f~': B — A 1-1 ve orten
olup B ile A eg giicliidiir.

Aile B ve Bile C eg giigliiise f : A — B veg: B — C 1-1 ve orten fonksiyonlar1 vardir.
gof : A — C' 1-1 ve 6rten oldugundan A ile C' eg giiclii olur.

Sonug olarak bagintinin yansiyan, simetrik ve gegisken oldugu gosterilmig olur. O
Tanim 9.4 Kendi 6z alt kiimesi ile eg gii¢lii olabilen kiimelere sonsuz kiime denir. Sonsuz olmayan

kiimelere de sonlu kiime denir. Bos kiime sonlu olarak tamimlanir. Bagka bir deyigle; bir kiime bos

kiimeyse veya k bir dogal say1 olmak tizere {0, 1, ...,k } kiimesi ile esgliglii ise bu kiimeye sonlu denir.

Ornek 9.5 Dogal sayilar kiimesi sonsuzdur, ¢iinkii f : N — A = {2,3,4,...}, f(n) = n+ 2 seklinde
tamimlanan fonksiyon 1-1 ve ortendir. B = {1,2,3,4,5} kiimesi sonlu kiimedir, ¢iinkii B’den 6z

altkiimesine bir fonksiyon oérten olabilir ama 1-1 olamaz.
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Tanim 9.6 Dogal sayilarin herhangibir alt kiimesiyle es giiclii olan kiimelere sayilabilir kiime denir.
Bagka bir deyisle bir kiime sonlu ise veya N ile esggliclii ise bu kiimeye “sayilabilirdir” denir. Dogal
sayilar kiimesiyle es giiclii olan kiimelere sayilabilir sonsuz kime denir. (Ashinda sayilabilir sonsuz

kiime hem sayilabilir hem de sonsuz olan kiimedir.)

Ornek 9.7 Tamsayilar kiimesi sayilabilirdir.
Coziim: Agagidaki eglemeyi diiglinelim.

0 1 2 3 4 5 6 7 8

R L 2 T T S
1 -1 1 -2 2 -3 3 —4 4

O halde f: N — Z
n/2,  ngift ise;
-

f"TH, n tek ise.

seklinde tanimlanan fonksiyonun 1-1 ve 6rten oldugunu gosterelim. Bu daha 6nce gosterilmisti. (Bo-

lim 6, Aligtirma 6)

Teorem 9.8 A ve B sayilabir iki ayrik kiime ise A U B sayilabilirdir.
Ispat: A ve B her ikisi de sonlu ise AU B nin sonlu oldugu ac¢iktir. O halde A U B sayilabilirdir.

Kiimelerden biri sonlu, digeri sayilabilir sonsuz olsun. Mesela A sonlu olsun. s(A) = k + 1 dersek, o
zaman

A:{ag,al,ag,...,ak} ve B:{bo,bl,bg,...}

seklinde yazilir. Bu durumda f: N — AU B

G, n < k ise;
-]

bn_r_1, n >k ise.
seklinde tanimlanan déniigiim 1-1 ve 6rtendir. O halde A U B sayilabilirdir.
Oyleyse her iki kiimenin de sonsuz (ve tabii ki sayilabilir) oldugunu kabul edelim. O zaman

A:{ao,al,ag,...} ve B:{bo,bl,bQ,...}

seklinde yazalim. Simdi g : N — A U B fonksiyonunu

A /25 n ¢ift ise;
g9(n) = .
bin—1)/2, n tek ise.

seklinde tanmimlayalim. g nin 1-1 ve érten oldugu kolaylikla gosterilebilir. Yani, A U B ile N eggiigli
olup A U B sayilabilir ve sonsuzdur. O
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Sonug 9.9 a) A ile B ayrik olmasa da A U B sayilabirdir.

b) Sonlu sayidaki sayilabir kiimenin birlegimi sayilabirdir.

Ornek 9.10 Rasyonel sayilar kiimesi sayilabilirdir.

Coziim: (Ispat Cantor’a aittir) Once pozitif rasyonel sayilar kiimesi QT 'nin sayilabilir oldugunu
gosterelim. Q7 kiimesini bir sonsuz satirh ve siitunlu bir tabloya; 1. satira paydast 1 olanlari, 2. satira

paydasi 2 olanlar1 (pay ve payda aralarinda asal olmak iizere) v.s. yerlestirelim. Yani su tablo olugur:

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1/2 3/2 5/2 7/2 9/2 11/2 13/2 15/2 17/2
1/3 2/3 4/3 5/3 7/3 8/3 10/3 11/3 13/3
1/4 3/4 5/4 7/4 9/4 11/4 13/4 15/4 17/4

1/5 2/5 3/5 4/5 6/5 7/5 8/5 9/5 11/5

Simdi N ile QT arasinda asagidaki eslemeyi yapalim:

0 1 23 4 5 6 7 8 910 11 12
N S
1 1/2 2 3 3/2 1/3 1/4 2/3 5/2 4 5 7/2 4/3

Tablonun bu sekilde N kiimesi ile 1-1 ve o6rten eslenecegi aciktir. O halde Q7 ile N esgiicliidiir. Q7 ile
Q™ kiimesi arasinda x — —x eglemesi 1-1 ve 6rten oldugundan Q~ kiimesi de sayilabilirdir. Ayrik iki
(veya sonlu sayida) sayilabilir kiimenin birlesimi sayilabilir oldugundan Q = QT UQ~ U{ 0} sayilabilir
olur. U

Simdi sayilamayan kiimelerin de oldugunu gorelim.

Teorem 9.11 [0, 1] kapali araligi sayilamayan bir kiimedir. (Dolayisiyla R sayilamaz.)

Ispat: (1891 yilinda yapilan bu ispatta kullanilan yontem Cantor’un Kogegen Yontemi olarak bilinir.)
[0, 1] araligimin sayilabilir oldugunu kabul edelim. (Bu araligin sonsuz oldugu agiktir.) O halde 1-1 ve
orten bir f : N — [0, 1] fonksiyonu vardir. Bagka bir deyisle; y;, i—inci sayiy1 ve a;, b;, ¢;, ... ler de

0-9 arasi rakamlar temsil etmek tizere agagidaki sonsuz satirhi listede [0, 1] araligindaki biitiin sayilar
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vardir:
1Yo — O.apaiaqas . ..
y1 — 0.bgb1ba2bs . ..
ya — O.cocicacs ...
y3 — 0.dod1dads . . .
0.9999... =1 oldugundan 1 sayis1 da bu tablodadir. Simdi:

xo rakamin, xg ¢ {ap,0,9} seklinde secelim.
x1 rakamini, x; ¢ {b1,0,9} seklinde segelim.
x9 rakamini, zg ¢ {c2,0,9} seklinde segelim.

x3 rakamini, 3 ¢ {ds,0,9} seklinde segelim.

Sec¢im yapilirken 0 ve 9’un segilmemesi bazi sayilarin birden fazla ondalik gosterimi oldugundandir;

mesela 0.540000 = 0.5399999 ... gibi. Simdi de x sayisini
= 0.x0r12223 . ..
seklinde olugturalim. z € [0, 1] oldugu agiktir. Ancak
x # yo dir, ¢linkli g # ap (yani 1. basamaklar farkl)
(

x # yy dir, ¢linkii 1 # by (yani 2. basamaklar farkh

)
x # yo dir, ¢linkii 9 # co  (yani 3. basamaklar farkl)

x # ys diir, ¢linkii 3 # d3  (yani 4. basamaklar farkl)

Boylece = sayisinin sonsuz listede olmadigi ortaya cikar, yani sonsuz listede olmayan bir x sayisi
tiretilmigtir. Bu bir celigkidir, ¢linkii sonsuz listede [0, 1] araligindaki biitiin sayilar vardi. O halde
[0, 1] aralig1 sayilabilir bir kiime degildir. O
Teorem 9.12 Sayilabilir sonsuz miktardaki sayilabilir sonsuz kiimenin birlegimi sayilabilir sonsuzdur.
ispat: Sayilabilir sonsuz sayidaki kiimeler agagidaki gibi olsun.

Ay ={an,a12,a13,... }

Ag = {az1, a2, a3, ...}

Az ={asz1,a32,a33,...}
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Bu elemanlar1 asagidaki tabloya yerlegtirelim:

aip a2 aiz au
a1 G222 a23 Q24
azyr az2 azz a4

a41 Q42 Q43 Q44

Daha sonra sirasiyla 1., 2., 3. ... kogegendeki elemanlar: yukaridan agagiya dogru N kiimesi ile egleyelim.

Yani asagidaki eslemeyi yazalim:

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
R T e e N

ailp a2 a1 @13 a2 asr a4 G23 A3z 441

Bu sekilde yapilan eslemenin orten oldugu aciktir. Eger bu kiimeler ayriksa bu egleme 1-1 dir. Alt
satirda ayni olan elemanlar sadece bir defa yazilirsa (ki bu durumda da alt satir bu kiimelerin bir-

lesimidir) bu esleme 1-1 ve 6rtendir. ([l

ALISTIRMALAR

1.) A=1{1,2,5,10,17,26,37,50,... } kiimesi sayilabilir midir? Ispatlaym.
2.) Cift tamsayilar kiimesinin sayilabilir sonsuz bir kiime oldugunu gosterin.
3.) Negatif tamsayilar kiimesinin sonsuz bir kiime oldugunu gosterin.

4.) Z\ {0} kiimesi sayilabilir midir? Aciklayin

5.) A=10, §, 2, §, 4, Z, 6, g, ... ¢ kiimesi sayilabilir midir? Neden?
27747767 8
1 1 1 1 1 . e
6.) A= { 1, 2 5, T 17, 5’ 37, 3’ 65, 10’ 101, ... } kiimesi sayilabilir midir? Agiklayiniz.

7.) Ayrik iki sonlu kiimenin birlegiminin sonlu oldugunu ispatlaym.

8.) p:“Sonlu tane sonlu kiimenin kartezyen carpimi sayilabilirdir”, ¢: “Iki sonsuz kiimenin kesisimi

sonlu olabilir” 6nermeleri igin:
Q p,q: Dogru (O p: Dogru, ¢: Yanhs (O p,q: Yanhy (O p: Yanhs, g : Dogru (O Higbiri
9.) Sayilabilir sonsuz miktardaki (bog olmayan) sonlu ve ayrik kiimelerin birlegimi ............ dur.

(O sonlu &) sayilabilir sonsuz (O sayilamaz sonsuz (O sayilabilir sonlu (O Higbiri

10.) A ¢ B ve A kiimesi sayilabilir ise B kiimesi igin agagidakilerden hangisi kesinlikle dogrudur?
(O sonludur O sayilabilirdir (O sonsuzdur O sayilamazdir & Higbiri
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11.) p:“Hem sonsuz ve hem sayilamayan kiime yoktur”, ¢: “Bir sonlu kiime ile sayilabilir kiimenin

birlegimi sonlu olamaz.” énermeleri igin:

O p,q:Dogru @ p,q: Yanlis (O p: Dogru, ¢: Yanlis (O p: Yanls, ¢ : Dogru (O Higbiri
12.) Asagidaki kiime ¢iftlerinden hangisi biribiriyle es giigliidiir?

O Nile [0, 1] O Q ile irrasyonel sayilar QR Z ile QF OQileR O Higbiri
13.) Asagidaki kiimelerden hangisi R ile eggiiclii olamaz?

O [-1,1] OR\Q ® Nx N O [0,50) O Highiri
14.) A ve B sayilabilir iki ayrik kiime ise A U B igin agagidakilerden hangisi her zaman dogrudur?

(O sonludur (O sayilabilir sonsuzdur (O sonsuzdur &) sayilabilirdir (O Higbiri

15.) p:“Sonlu ve sayilamayan bir kiime yoktur”, ¢ : “Sayilabilir miktardaki bog olmayan sonlu kiimelerin

birlegimi sonlu olmalidir” 6énermeleri icin:
O p,q:Dogru O p,q: Yanhy @ p: Dogru, ¢: Yanlis (O p: Yanls, ¢ : Dogru (O Higbiri

16.) p:“Sonlu olmayan her kiime sayilamayan bir kiimedir”, ¢: “Sayilabilen ve sonlu olmayan kiimeler

vardir” onermeleri igin:

& p: Yanls, ¢: Dogru (O p,q: Dogru (O p,q: Yanhg (O p: Dogru, ¢ : Yanlhs (O Higbiri
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Bolum 10
Dogal Sayilarin Insasi

Tanim 10.1 Sonlu kiimeler iizerinde tanimlanan eg giiclii olma bagintisina gore bir X kiimesinin
denklik sinifin1 X ile gosterelim. Bos kiimenin denklik sinifim 0 ile gosterelim. O halde ) = 0 yazabiliriz.

Daha sonra {0} = 1 diyelim. Bu sekilde devam edelim:

{0,1} =2
{0,1,2} =3
{0,1,2,3} =4

Bu gekilde elde edilen denklik siniflarinin herbirine bir dogal say: denir. Dogal sayilar kiimesi N ile

gosterilir. Dogal sayilarin yukardaki gibi secilen temsilcilerine de kanonik temsilci denir.

Dogal Sayilarda Toplama ve Carpma

Tamim 10.2 z,y € Nve z = A,y = B ayrica AN B = ) olsun.

r+y=A+B=AUB

seklinde tanimlanan igleme x ile y nin toplama denir.

Ornek 10.3 243=5 oldugunu gosterelim. A = {a,b},B ={1,2,3} alahm. 2 = 4,3 = B diyebiliriz.
AN B = ( oldugundan:

2+3=A+B=AUB=1{a,b,1,2,3} =5.

Toplama Isleminin Ozellikleri:

1.) N, + iglemine gore kapahdir.

7



Bolim 10. Dogal Sayilarin in§a51

2.) N, + iglemine gore birlesmeli ve degigmelidir.

3.) Etkisiz eleman 0 = (} dir; ¢iinkii her z = A € N i¢in

O+z=24+0=A+0=AU0=A=uz.

4.) Sadece 0'n tersi vardur.

Teorem 10.4 Her z,y, 2,t € N i¢in

’:c:yvez:t:>:c+z:y+t.‘

Ispat: 2 = A,y = B,z = C,t = D diyelim. Ayrica ANC =0, BN D = ) oldugunu kabul edelim.

r=y=—= f:A— B, 1-1 ve o6rten fonksiyonu vardir,

z=t=¢g:C — D, 1-1 ve orten fonksiyonu vardir.
Simdi h: AUC — B U D fonksiyonunu

h(z) = { f(x), x € Aise;
g(x), z e’ ise.

seklinde tamimlayalim. A’'nin 1-1 oldugunu gosterelim. z,y € AU C igin h(z) = h(y) olsun.
Durum 1. z,y € A: f(x) = f(y) olup f 1-1 oldugundan = = y.
Durum 2. z,y € C: g(z) = g(y) olup g 1-1 oldugundan = = y.

Durum 3. z € A,y € C: f(z) = g(y) olup f(z) € B ve g(y) € D dir. BN D = {) oldugundan boyle

bir durum olamaz.

Durum 4. € C,y € A: g(z) = f(y) olup g(z) € D ve f(y) € B dir. BN D = ) oldugundan baoyle

bir durum olamaz.

Sonug olarak A 1-1 dir. Jimdi de A nin 6rten oldugunu gosterelim. y € B U D verilsin.

y € B = f orten oldugundan, Jxo € A, f(z9) = y olup h(zg) = f(xo) =y
y € D = g orten oldugundan, 3z € C, g(x1) =y olup h(z1) = g(z1) =y

olup her iki halde de h ortendir.

Sonug olarak h 1-1 ve orten olup AUC ile BU D esgiigliidiir. O halde, ANC = BN D = () oldugundan;

r4+2=A+C=AUC=BUD=B+D=y+t.

Teorem 10.5 Her z,y € N icin

r+y=0=—2x=0vey=0
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Ispat: z = 4,y = B ve AN B = 0 olsun. 0 = § oldugunu hatirlarsak:
r+y=0=A+DB=0

= AUB =1
= AU B ile 0 esgiiclii
= AUB =10 (Cinkii () sadece kendisiyle esgiiglii)

Ornek 10.6 = + 3 = 0 6nermesinin N deki ¢oziimii yoktur, ¢iinkii
z2+3=0=2=0ve3=0

olup 3 = 0 6nermesi her zaman yanligtir.

Tanim 10.7 z,y € Nve z = A ve y = B olsun.

x-y=A-B=AxB

seklinde tanimlanan isleme x ile y nin ¢arpims denir.

Ornek 10.8 2-3 = 6 oldugunu gosterelim. A = {a,b},B = {1,2,3} alahm. 2 = A, 3 = B diyebiliriz.
Simdi

2:3=A-B=AxB={(a,1),(a,2),(a,3),(b1),(b,2),(b3)} =6.

Carpma Igleminin Ozellikleri:
1.) N, ¢arpma iglemine gore kapalidir.
2.) N, ¢arpma iglemine gore birlesmeli ve degismelidir.

3.) Etkisiz eleman 1 = {a } dir; ¢iinkii her x = A € N i¢in

l.a=x-1=A-{a}=Ax{a}=A=u.

Burada f: A — Ax {a}, hery € Aigin f(y) = (y,a) seklinde tanimlanan fonksiyonun 1-1 ve 6rten

oldugu gosterilebilir.

4.) Sadece 1'in tersi vardir.

Teorem 10.9 Her z € N icin

ispat: x = A alalm.

olur. Benzer gekilde 0 - x = 0 bulunur.
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Teorem 10.10 Her x,y, z,t € N i¢gin

’x:yvez:t:xz:yt.

Ispat: 2 = A,y = B,z = C,t = D diyelim.
r=y=— f:A— B, 1-1 ve orten fonksiyonu vardir,
z=t=¢g:C — D, 1-1 ve orten fonksiyonu vardir.

Simdi h: A x C — B x D fonksiyonunu
h(a,c) = (f(a), g(c))
seklinde tanimlayalim. h’nin 1-1 oldugunu gosterelim.
h(ay, c1) = h(ag, c2) = (f(a1),g(c1)) = (f(az2), g(c2))
= f(a1) = f(az) ve g(c1) = g(c2)
= f 1-1 oldugundan a; = a2 ve g 1-1 oldugundan ¢; = co
= (a1,c1) = (ag, c2)
olup h 1-1 dir. Simdi de h nin 6rten oldugunu gosterelim. y = (b,d) € B x D verilsin.
b € B ve f orten oldugundan Ja € A, f(a) =b
d € D ve g orten oldugundan Jc € C, g(c) = d.
Simdi de z = (a, ¢) segilirse h(x) = y olup h nin 6rten oldugu goriliir.

Sonug olarak h 1-1 ve orten olup A x C'ile B x D eggiicliidiir. O halde,

12=A-C=AxC=BxD=DB-D =yt

Sonug 10.11 Her z,y € N ve z #£ 0 i¢in

’x:y — xz:yz.‘

Teorem 10.12 Her z,y € N igin

’a:y:0:>x:()veyay:0.‘

Ispat: = A,y = B diyelim.
ry=0=A-B=0
— AxB=10
= A x B ile () esgiiclii
— Ax B=0 (Ciinkii ) sadece kendisiyle eggiiclii)
= A= veya B=1
—r=A=0=0veyay=B=0=0
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Dogal Sayilarda Siralama

Tanim 10.13 x,y € N iki tane dogal say1 olsun. z’in kanonik temsilcisi A ve y nin kanonik temsilcisi
B olsun. Yani # = A,y = B. Buradan z = y <= A = B oldugu aciktir. Simdi z < y olmasm1 A ¢ B

seklinde tanimlayalim. Ayrica “x < y veya xz = y” yerine kisaca z < y yazdigimizda
r<y < ACB

tanimini veririz. Bu sekilde tanimlanan < bagintisinin bir siralama bagintisi oldugu kolayca goriiliir.

Ancak x < y tamim agagidaki gibi de verilir ve bu tamim daha sik kullanilir:

r <y < x+k =y olacak sekilde en az bir 1 < k € N var.

Teorem 10.14 Her z,y € N i¢gin z < y,x = y ve y < x 6nermelerinden sadece biri dogrudur. Dogal

sayilar kiimesinin en kiigiik elemani sifirdir.
Teorem 10.15 Dogal sayilar kiimesinde tamimlanan < bagntisi bir tam siralama bagmtisidir.

Teorem 10.16 Her z,y, 2z, w € N igin

Qr<y=—z+z<y+z b)r<yz<w=—z+z<y+w
(c)z<y=2+1<y d)z<yz#0=z2<yz
(e) z<y,z<w= zz < yw

Ispat (a):
r<y=—=3keN  z+k=y
—=r+k+tz=y+z
= (x4+2)+k=y+=z
—r+z2<y+z
Ispat (b):

r<y,z<w= Jk,kh e NT oz 4+k =yvez+ky=w
= (z+k)+(z+k)=y+w
= (z+2)+ (ki + k) =y+w

= x+2<y-+z ginki k1 +ko>1

Ispat (c): © < y = = + k = y olacak sekilde 1

< k € Nvardir. Eger k = 1 ise x + 1 = y dir. Aksi
halde k > 2 olup (z+ 1) + k1 = y olup burada k; > 1

dir; yani z + 1 < y olur. Sonuc olarak x +1 < y

olur.
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ispat (d): z # 0 olsun. Carpmanin toplama iizerine dagilma 6zelligi oldugunu gostermek kolaydir. O
halde:

r<y=—=3keNt z+k=y
= (z+k)z=yz
= zz+ kz=yz

= rz < yz, cinki kz > 1

Ispat (e):

r<y,z<w= Jk,kheNTo+k=yvez+ky=w
= (z+ k1)(z + k2) = yw

= xz+ xko + k12 + k1ko = yw
—~ ~~ =~

>0 >0 >1

=z +2z<y+z cglinki (zky + ki1z+ kike) > 1

ki Dogal Saymm Fark: ve Boliimii

Tanim 10.17 a,b € N olmak iizere a + x = b olacak gekilde bir x € N varsa bu sayiya b tle a’nin

farkay denir ve x = b — a yazilir. Bu durumda a,b € N i¢in
a<b <= b-—acN
oldugu agiktir.

Tanim 10.18 a,b € N olmak iizere a - x = b olacak sekilde en az bir x € N varsa a, b’yt boler denir

ve a‘b yazilir. Bu durumda z dogal sayisina b ile a’nin boliimi denir ve x = b =+ a yazilir.
alb < b+aeN.

Ornek 10.19 z,y,z € Nolsun. (z4+2) — (y+2) € Nveyaz —y € Nise (2 + ) — (y+2) = 2 —y

oldugunu gosterelim.

Durum 1. (z + ) — (y + ) = n € N olsun.

(z4+z2)—(y+x)=n=z+z=(y+z)+n
= z+zr=(y+n)+z
—z=y+n

—=n=z—y
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olup egitlik gosterilir.
Durum 2. z — y = m € N olsun.
z—yYy=m=—=2z2=yY+m
= z4+rx=(y+m)+zx
= z+zr=(y+z)+m
—m=(z+2z)—(y+2)
olup esitlik gosterilir.
Ornek 10.20 z,y,z € Nolsun. (z —y) —2 € Nveyaz — (y+2) € Nise (z —y) —z =2 — (y + 2)
oldugunu gosterelim.
Durum 1. (x —y) —z=n € Nve x — y =t diyelim.
(x—y)—z=n, z-—y=t=ax=y+t, t—z=n
—cr=y+t t=z+n
= z=y+(z+n)=W+z2)+n
= n=z—(y+2)
olup egitlik gosterilir.
Durum 2. x — (y + z) = m diyelim.
r—(y+z)=m=z=m+y+z2)=y+(z+m)
= ztm=x—y
= m=(x—-y) —2
olup esitlik gosterilir.
Ornek 10.21 a,b,c,d € N olsun.
alb ve c|d = (ac)|(bd) olup (bd) + (ac) = (b+ a)(d + c)
oldugunu gosterin.
Coziim:
a‘b = b = aky olacak gekilde k; € N var, k; = b+ a,
c{d —> d = cky olacak gekilde ky € N var, ko = d =+ ¢
Taraf tarafa garparsak: bd = (ak1)(ck2) = (ac)(k1ks)
= k1k2 € N olup (ac)|(bd).

Ayrica (bd) + (ac) = kika = (b+ a)(d + ¢) elde edilir.
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Ornek 10.22 2,7, z,w € N icin asagidaki 6nermeyi ispatlayimn:

x|y ve z‘w = (y+ )+ (w+2) = (zw+ yz) + (x2)

Coziim: x‘y —> y = xk; olacak gekilde bir k; € N vardir ve burada k1 = y + = yazilir. Yine,

z’w —> w = zko olacak gekilde bir ko € N vardir ve burada ke = w + z yazilir. Jimdi
zw +yz = x(zke) + (xk1)z = xz(k1 + k2)
olup (zz)|(zw + yz) olur ve (zw + yz) + (xz) = k1 + kg yazihr. Buradan k; ve ks yerine yazihrsa:
(zw+yz) + (v2) = (y + ) + (w+ 2)

elde edilir.

ALISTIRMALAR

1.) Dogal sayilarda tanmimlanan toplama igleminin birlegsme 6zelligi oldugunu gosterin.
2.) Dogal sayilarda tamimlanan toplama igleminin degisme 6zelligi oldugunu gosterin.
3.) Dogal sayilarda tanimlanan garpma igleminin birlegsme 6zelligi oldugunu gosterin.
4.) Dogal sayilarda tanimlanan ¢arpma igleminin degisme 6zelligi oldugunu gosterin.

5.) N’de tamimlanan garpma igleminin toplama iglemi {izerine soldan dagilma 6zelligi oldugunu gosterin.

Carpmanin degisme 6zelligi oldugundan sagdan dagilma &zelliginin oldugunu soyleyebilir miyiz?

6.) a,b,c € N olsun. alb ve alc ise a|(b+ ¢) oldugunu ve (b+c) +a = (b+ a) + (c + a) oldugunu

gosterin.

7.) z,y,7z € Nve y # 0 olsun. Bu durumda (yz)|(zy) ve z‘a: ise (zy) + (yz) = x + 2z oldugunu gosterin.
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Bolum 11
Tiimevarim Ilkesi

Tiimevarim Ilkesi: a € N olmak iizere N, = {x € N:z > a} kiimesi iizerinde bir P(n) agik 6nermesi

taniml olsun. Eger P(a) 6nermesi dogruysa ve P(k) dogru iken P(k+1) de dogruysa; bagka bir deyisle
P(k)= P(k+1)
onermesi dogruysa o zaman her n € N, i¢in P(n) dogrudur.

Ornek 11.1 Tiimevarim yontemiyle her 1 < n € N i¢in

n(n+1)
2

oldugunu gosterelim. P(n) énermesi “1 +2+---+n =n(n+1)/2” olsun. n = 1 i¢in esitligin her iki

1424 +n=

tarafi da 1’e esit oldugunudan P(1) dogrudur. Simdi de 6nermenin k i¢in dogru oldugunu kabul edip
k + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim. P(k) dogru olsun.

k(k+1 k(k+1
1+2+---+k:(2):>1+2+---+k+(k+1):(2)+(k+1)
k
= 1+2+---+(k+1)=(k+1) <2+1>

:>1+2+...+(k+1)zw

olup P(k + 1) de dogrudur. Tiimevarimdan dolay: her 1 < n € N igin P(n) dogrudur.

Ornek 11.2 Her n € N i¢in 3|(4™ — 1) oldugunu gosterelim. P(n) énermesi 3|(4™ — 1) olsun. n = 0

icin 3’0 olup 6nerme dogrudur. Simdi

3|(4" —1) = 3ImeN, (4" - 1) =3m
— 4Pl 1 =445 —1=4Bm+1)-1=12m+3 =34m+1)

olup 4m+1 de bir dogal say1 oldugundan 3|(4**!—1) dir. Yani P(k) = P(k+1) dogrudur. Tiimevarim-
dan, her n € N igin P(n) dogrudur.
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Ornek 11.3 Her 3 < n € N i¢in n? < 3" oldugunu gosterelim. P(n) énermesi n? < 3" olsun. n = 3
igin 9 < 27 olup 6nerme dogrudur. Simdi P(n)’in dogru oldugunu kabul edip P(n + 1)’in dogru
oldugunu gosterelim. n? < 3" olsun. Esitsizligin her iki tarafin1 3 ile carparsak 3n? < 3"*! elde ederiz.
(n+1)2=n%42n+1olup n > 3 icin n? +2n + 1 < 3n? yani 2n% — 2n — 1 > 0 oldugunu gosterecegiz.
Simdi p(n) = 2n% — 2n — 1 polinomunun kékleri

2F¥VI2 _ 1+V3

4 2

olup biiyiik kok 3 den kiigiiktiir.(v/3 ~ 1.7 alimirsa) Polinom kékler diginda pozitif oldugundan n > 3
i¢in p(n) > 0 dir. Yani P(n) = P(n+1) dogrudur. Ttmevarimdan, her 3 < n € Nigin P(n) dogrudur.

ni2 =

iyi Siralilik Ilkesi: Dogal sayilar kiimesinin bog olmayan her alt kiimesinin (bilinen < bagintisina

gore) bir en kiigiik elemani vardir.

Teorem 11.4 Tiimevarim ilkesi ile iyi siralilik ilkesi birbirine denktir.

Ispat: (Tiimevarim — Iyi siralihk) Tiimevarim ilkesinin dogru oldugunu kabul edelim ve () #

T C N alalim. Yeni bir S kiimesini agagidaki gibi tanimlayalim:
S={zeN: HerteTicinx <t}.

Her t € T i¢in 0 < ¢t olacagindan (¢iinkii 0, dogal sayilarin en kiigiik elemani) 0 € S dir. Eger S ile

T’nin ortak bir elemani varsa bu eleman 7' nin en kiigiik elemanidir ve tek tiirli belirlidir.

Simdi S NT = () oldugunu kabul edelim. s € S ise ve t € T herhangibir eleman ise s < ¢t olmahdir. O
halde s +1 < t dir. Yanis € S = s+ 1€ S olup; SNT =0 ise “P(n) : n € S” 6nermesi her n € N
i¢in dogru olur (tiimevarimdan). O halde S = N olmalidir. O zaman T = ) olur ve bu da T"nin bog

olmamasiyla geligir. O halde SNT # () olup N iyi siralidir.

Ispat: (fyi siralilk = Tiimevarim) a bir dogal say1 olmak tizere N, = {z € N : > a } kiimesinde
taniml bir P(n) agik 6nermesi verilsin. P(n) énermelerinin dogru oldugu dogal sayilarin kiimesine S
diyelim.

S={ne€N,:P(n) dogru}.
S C N, oldugu agiktir. Biz S = N, oldugunu gosterecegiz. S # N, oldugunu kabul edelim. O zaman
Ng \ S # 0 olur. O halde, iyi siralilik ilkesinden, N, \ S’nin bir en kii¢iik eleman: ¢ vardir. Yani P(t)
yanligtir. t —1 € S olup k = ¢t — 1 alimirsa P(k) = P(k + 1) olacagindan P(t) dogru olur. Bu bir

geligkidir. O halde N, = S dir. ([l
ALISTIRMALAR

n—1 21
1.) Her n € N i¢in Z " = oldugunu gosteriniz. (z # 1.)

= z—1
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2.) Her n > 5 icin n? < 2" oldugunu gosteriniz. (n € N.)

3.) n € N olmak tizere 6n+1 bigiminde yazlan bir dogal sayimin karesinin 1 eksiginin 24 ile béliindigiini

gosterin.

4.) {ay} dizisinin genel terimi a, = 32"** — 22" olsun. Her n € N ic¢in 5|a, oldugunu gosteriniz.

(Ipucu: any1 + a,, ifadesini kullanimn.)

n
1
5.) Her n € N i¢in ZT‘(T +1) = gn(n + 1)(n + 2) oldugunu gosteriniz.
r=1
1 1 1 n

1
6.) Her n € N i¢in 1'2—1—2'3—&—3'44—---—1—”(”_1_1) :n—|—1 oldugunu gosteriniz.

7.) a > —1 reel sayis1 ve her n pozitif tamsayisi igin (1+a)” > 1+ na oldugunu gosterin. (Bu esitsizlige

Bernoulli Esitsizligi denir.)
8.) Timevarimla n elemanh bir kiimenin 2™ tane alt kiimesinin oldugunu gosteriniz.

36n —

9.) Timevarimla =1 (mod 7) oldugunu gosteriniz.

10.) 3" + 4™ < 5" Gnermesi n'nin hangi degerleri i¢in dogrudur. Ispatlaymiz.
2n

11.) Her n € N igin Z "r3 = n?(4n + 3) oldugunu gosteriniz.
r=1

n(n+1)(n+2)(3n +5)

12 ) VneNigin 1-22+2-32+ - +n(n+1)? = midir? Neden?

12
13.) ¥n > 0 dogal sayisi i¢in 373 — 447%2 gayisimin 11°e tam boliindiigiinii gosterin.
n
2r—1 1 /2

14.) Ttmevarimla her n > 1 igin H r = < n) oldugunu gosteriniz.

sl 2"\ n

T 2n .

15.) Tiimevarimla her n > 2 i¢in U e oldugunu gosteriniz.

16.) Her n > 1 dogal sayis1 i¢in Z (k+1 2’€ L= n 2" oldugunu gosterin.
k=1

17.) n > 1 olmak {izere; 12" 4 10 sayisinin 11’e tam boliindiigiint tiimevarimla gosterin.

18.) Her n > 1 dogal sayisi i¢in asagida esitligi ispatlayin:

12 22 n? n(n+1)
13" 3.5 @n—1)2n+1) 2@2n+1)

19.) Timevarimla her 1 <n € N i¢in 6 |n(2n + 1)(7n + 1) oldugunu gosterin.

20.) Her3<n e Nigin 2" >2n+1 oldugunu tiimevarimla gosterin.
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Bolim 12
Tamsayilar

N x N kiimesinde her (a,b), (¢,d) € N x N i¢in

[(a,0) ~ (c,d) <= a+d=b+c

seklinde tanimlanan ~ bagintisini ele alalim. Bu bagintinin bir denklik bagintisi oldugu kolaylikla

gosterilebilir. O halde bu bagint1 N x N kiimesini denklik simiflarma ayirir. (a,b) elemaninin denklik

smifini (a,b) ile gosterelim. Bir kag 6rnek verelim:

3,1) ={(z,y) e NxN: (z,9) [ (3,1)}
={(z,y) ENxN:z+1=y+3)}
={(2,0),(3,1),(4,2),...}.

(0,4) = {(z,y) e NxN: (z,9) [ (0,4) }
={(z,y) eNxN:z+4=y}
={(0,4),(1,5),(2,6),...}.

Tanim 12.1 (a,b) € N x N olmak iizere (a,b)’nin ~ bagmtisina gore olan (a,b) denklik simifina bir

tamsayr denir. Bu durumda, mesela, (1,0), (3,9) birer tamsayidir. Tamsayilar kiimesi Z ile gosterilir.

Tamsayilarda Toplama ve Carpma

Tamim 12.2 z,y € Z ve © = (a,b),y = (¢,d) olsun. Bu durumda

x4y =(a,b)+ (¢c,d) = (a+¢,b+d)

seklinde tanimlanan isleme ki tamsayinin toplama denir. Ayrica

z-y=(a,b)-(¢,d) = (ac+ bd,ad + bc)

seklinde tanimlanan isleme tki tamsayinin ¢carpims denir.
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Toplama i§1eminin Ozellikleri:

1.) Z,+ islemine gore kapalidir, ¢linkii a,b,c,d € Nise a + ¢,b+ d € N dir.

2.) Z,+ iglemine gore birlegmeli ve degismelidir. Ciinkii, x = (a,b),y = (¢, d) ise

z+y=(ab)+(c,d)=(a+c,b+d)=(c+a,d+b)=(c,d)+ (a,b) =y +z.

Ayrica z = (e, f) € Z ise

(z+y)+z=(a+c)+e,(b+d)+f)=(a+(c+e),b+(d+f) =+ (y+2).

3.) Z’de + igleminin birim elemani her y € N igin (y,y) dir. Ciinkii her (a,b) € Z igin

(a,0) + (y,9) = (a+y,b+y) = (a,b)

olur ¢linkii (a+y)+b = (b+y)+ a dir. Toplamann birim elemani 0 ile gosterilir ve (0,0) alinabilecegi
gibi (1,1),(2,2),... alnabilir.

4.) Her z = (a,b) € Z tamsayisinin + iglemine gore tersi (b, a) dir, ¢linki

(a,b) + (b,a) = (a+b,b+a) = (0,0).
Bu eleman —x ile gosterilir.
Carpma i§leminin Ozellikleri:
1.) Z, - iglemine gore kapahdir, ¢linkii a, b, c,d € N ise ac + bd, ad + be € N dir.

2.) Z,- islemine gore birlegmeli ve degigmelidir. Ciinkii, x = (a,b),y = (¢, d) ise

z-y=(a,b)-(c,d) = (ac+ bd,ad + bc) = (ca + db, cb + da) = (¢,d) - (a,b) =y - x.

Ayrica z = (e, f) € Z ise

(xy)z = (ac + bd, ad + bc) - (e, f) = (ace + bde + adf + bef, acf + bdf + ade + bee) . .. ... (I)
z(yz) = (a,b) - (ce + df,cf + de) = (ace + adf + bef + bde, acf + ade + bee + bdf) . .. ... (IT)

olup (I)=(II) oldugu goriiliir.

3.) Birim elemani bulalim. Her (z,y) € Z igin

(x,y) - (a,0) = (2,9)

olacak gekilde (a,b) € Z ariyoruz.

(z,9) - (a,0) = (z,y) = (za + yb,xb + ya) = (z,y)
= (xa + yb,zb + ya) ~ (x,y)
— (ra+yb) +y = (zb+ya) + x
= za+ylb+1l) =z0b+1)+ya
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Simdi en son denklemin her z,y i¢in dogru olmasi i¢in x ve y’'nin katsayilari esgit olmalidir. O halde

a = b+ 1 dir. Buradan birim eleman

(a,b) = (b+1,b) = (1,0)

bulunur.

4.) Carpma igleminin toplama iizerine dagilma o6zelligi vardir. x = (a,b),y = (¢, d), z = (e, f) alahm.

z(y+z) = (a,b) - (c+e,d+ f)=(ac+ae+bd+bf,ad+af +bc+be) ... (1)

xy + xz = (ac+ bd,ad + be) + (ae + bf,af + be) = (ac+ bd + ae + bf,ad + bc+af +be) ...... (IT)

olup (I)=(II) oldugundan soldan dagilma 6zelligi gosterilmig olur. Carpma iglemi degigsmeli oldugundan

sagdan dagilma 06zelligi de vardir.
Teorem 12.3 z,y,z € Z olsun.

@Qrt+z=y+z = =y b)) zz=yz,2#0 <= z=y

Ispat (a): z = (a,b),y = (¢,d),z = (e, f) alalm.

a,b) + (e, f) = (¢, d) + (e, f)

T+z=y+=z (c,
ateb+ f)=(c+ed+f)
(

ateb+f)~(c+ed+f)
ate)+(d+f)= 0+ f)+(c+e)
at+d=b+c < (a,b) ~ (¢,d)

(
(
(
(

—
—
—
—
<~

!

(a,b) =(c,d) <= x =4y

ispat (b): z # 0 oldugundan e # f olmalidir.

rz=yz <= (ae+bf,af +be) = (ce+df,cf + de)
< (ae+bf,af +be) ~ (ce+df,cf + de)
< ae+bf +cf +de=af + be+ ce+df
< ela+d)+ f(b+c)=elb+c)+ fla+d)

Ciinkii e # f)

< a+d=b+c (
— (a,b) ~ (c,d) <= (a,b)=(c,d) <= z=y

Teorem 12.4 (a,b) € Z ve k € N olmak iizere:

(a) (a,b) =(x+k,k) <= a=b+k
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(b) (a,0) = (v,2) <= a=b

(c) (a,b)=(z,x+k) <= b=a+k

Sonug 12.5 (a,b) € Z olsun.

(a) a>bise (a,b) = (a—10,0)

(b) a="bise (a,b) =(0,0)

(c) a<bise (a,b) =(0,b—a)

Tanim 12.6 (a,b) € Z olsun.

(a) a > b ise (a,b) = (a—0b,0) tamsayisina pozitif tamsayr denir ve a — b ile gosterilir. Pozitif

tamsayilar kiimesi Z™ ile gosterilir.

(b) a < bise (a,b) = (0,b — a) tamsayisina negatif tamsayr denir ve —(b — a) ile gosterilir. Negatif

tamsayilar kiimesi Z~ ile gosterilir.

Tanimdan da anlagilacagi gibi a ve b nin durumuna gore bir tamsay1 negatif, pozitif veya sifirdir; ama

bunlardan sadece bir tanesidir. O halde agagidaki ayrik birlesimi yazabiliriz:
Z=7 U{o}yuz"

Tanim 12.7 z,y iki tamsay1 ise x + (—y) tamsayisina x ile y nin fark: denir ve kisaca x — y ile

gosterilir.

Ornek 12.8 = + 4 = 3 denkleminin ¢oziimiiniin z = —1 oldugunu gosterelim. = = (a,b),3 = (3,0) ve

4 = (4,0) alalim.

r+4=3= (a,b)+(3,0) = (4,0)

— (a+3,b) = (4,0)
— (a+3,b) ~ (4,0)
—a+3=b+4=a+3=(b+1)+3=0a=0b+1

=z = (a,b) = (a,a+1)=(0,1) = -1

Ornek 12.9 3z — 11 = 7 denkleminin ¢oziimiiniin z = 6 oldugunu gosterelim. = = (a,b),3 =
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(3,0),11 = (11,0) ve 7= (7,0) alalim. O zaman —11 = (0, 11) olur.

30— 11=7=>3z+(-11)=7
— (3,0) - (a,b) + (0,11) = (7,0)
— (3a,3b) + (0, 11) = (7,0)
— (3a,3b+ 11) = (7,0)

= (3a,3b+ 11) ~ (7,0)
= 3a=Bb+11)+7=30+18=3a=3(b+6) = a=b+6
=z = (a,b) = (b+6,b) = (6,0) =6

Tamsayilarda Siralama

Tanim 12.10 Tamsayilarda kii¢iik olma bagmtisim x = (a,b) € Z ve y = (¢, d) € Z olmak {lizere

<y = a+d<b—|—c‘

seklinde tanimlayalim ve “x < y <= x < y veya x = 3" seklinde yazalim. Bu durumda < bagintisinin

bir tam siralama bagintisi oldugu kolaylikla gosterilebilir. < y yerine bazen y > x yazilir.

Not 12.11 Bir t = (a,b) € Z alalim.

t pozitif <= a>b < (a,b) > (0,0) <= t >0

Benzer gekilde

t negatif <= a<b < (a,b) < (0,0) <= t <0

Ayrica

t pozitif <= Jk € NT,t = (k,0) ve tnegatif <= 3k e N t=(0,k)

oldugu kolaylikla goriiliir.
Teorem 12.12 z,y, 2z, w,t € Z olsun.

(d)z<y <= z+2z<y+=z M rz<yz<w=z+z<y+w

(c)t>0iseat >yt <= x>y (d)t<Oiseaxt >yt <= z <y

Ispat: Ispat boyunca z = (a,b),y = (¢,d),z = (e, f),w = (g, h) alahm.
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ispat (a)

<(c,d) <= a+d<b+ec
at+d)+(e+f)<(b+c)+(e+f)

+e)+(d+f)<b+f)+(c+te)
ateb+ f)<(c+ed+f)
a,b) + (e, f) < (¢, d) + (e, f)

Ispat (b)

z<y,z<w= (a,b) < (c,d) ve (e, f)<(g,h)
—at+d<b+c ve e+h<f+yg
= (a+d)+ (e+h) <
= (a+e)+(d+h)<(b+f)+(c+g)
= (a+eb+ f) <(c+g,d+h)
— (a,0) + (e, ) < (¢,d) + (g, h)

—r+z<ytw

Ispat (c) t > 0 oldugundan, en az bir k € N* icin ¢t = (k,0) dur.

yt <zt <= (¢, d) - (k,0) < (a,b) - (k,0)
= (ck,dk) < (ak,bk)

< ck+bk <dk+ak <= k(c+0b) <k(d+a)
< c+b<d+a (Qinkik#0)

— (¢,d) < (a,b) <= y<z

Ispat (d) ¢ < 0 oldugundan, en az bir k € N* icin t = (0, k) dr.

yt < xt (¢,d)-(0,k) < (a,b)- (0, k)

(dk, ck) < (bk, ak)

dk + ak < ck + bk <= k(a+d) <k(b+c¢)
a+d<b+c (Cinkik #0)

(a,b) < (¢,d) <= z <y

[
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ALISTIRMALAR

1.) Asagidaki 6nermelerden hangisi neden dogrudur?

(a) (0,0) € (0,0) (b) (0,0) € (1,1) () (0,0)=(1,1)  (d) (21)€(21)

2.) a,b € N olduguna gore agagidaki 6nermelrin dogru oldugunu gosterin.

(a) (a,a) ~ (b,b) (b) (a+1,a) ~ (b+1,b) (c) (a+1,b+1) ~ (a,b)

3.) Asagidaki tamsayilar: en sade sekilde yazin.

(a) (a,b) + (b,a) (b) (a,0)+ (b,0) (¢) (a,a—1)-(a,a—2) (d) (0,a)-(0,a+1)

4.) a,b,z,r € N olsun. Asagidaki egitlikleri gosterin
(a) (a+w,a) =(a+1,1) (b) (a,b) + (r,7) = (a,b) (c) (a,b)-(r,r)=(r,r)

5.) (a,b) + (z,y) = (¢,d) ise (z,y) = (¢ + b,d + a) oldugunu gosterin.

6.) (a,b) ~ (s,m) ve (c,d) ~ (t,n) ise agagidaki denklikleri gosterin
(a) (a+c,b+d)~ (s+t,m+n) (b) (ac+ bd, ad + b) ~ (st + mn, sn + mt)

7.) (—3) + (—2) = —5 oldugunu gosterin.

8.) (—=3) - (—2) = 6 oldugunu gosterin.

9.) Her z,y € Z igin (—x) + (—y) = —(z + y) oldugunu gosterin.
10.) Her z,y € Z i¢in (—z) +y = —(x + (—y)) oldugunu gosterin.
11.) Her z,y € Z igin = — (—y) = x + y oldugunu gosterin.

12.) Her z,y € Z igin (—z) - (—y) = x - y oldugunu gosterin.

13.) —1 < (s,t) < 1 ise s = t oldugunu gésterin.

14.) Asagidaki agik 6nermelerin Z’deki ¢oziimlerini teoremleri kullanarak bulun.
(a)z+2<7 b)z+2>z (c) z—-2<4-2z

15.) Her z,y € Z igin z - y = 0 = 2 = 0 veya y = 0 oldugunu gosterin.
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