Bolim 3

KUME KAVRAMI

Okuma Pargasi

Bu derste, Kiimeler Kuramim belitsel (aksiyomatik) incelemeyi amaglami-
yoruz. Burada, kiime kavramini, sezgiye dayali olarak belirli nesnelerin bir toplu-
lugu diye tanimlayacak ve daha ¢ok cebirsel 6zeliklerini inceleyecegiz.

Her belitsel sistemin dayandigi bazi ilkel kavramlar vardir. Bu ilkel kavram-
lar1, o sistem icindeki bagka nesneler ya da kavramlarla belirlemek miimkiin
degildir. Bunlara sistemin tanimsiz terimleri ya da ilkel terimleri diyoruz. Bir
belitsel yap1 kurulurken, bu yapimin dayanacag tanimsiz terimler aciklikla or-
taya konulur. Bundan sonraki her yeni tanim, bu tanimsiz terimlerle ifade edilir;
bagka bir belirsiz kavram ya da bilinmeyen nesne yapiya giremez. Tabii, bir
belitsel yapiyr miimkiin oldugu kadar az sayida tammsiz terime dayandirmak
gerekir. Bagka bir deyisle, bir belitsel sistemde, 6tekiler cinsinden ifade edilebile-
cek kavramlari, yapinin tanimsiz terimleri olarak almamak gerekir. Ayrica, bir
belitsel yapida bu tanimsiz terimlerin, kendilerine verilecek 6zeliklerinden bagka
ozeliklere sahip olduklarimi, ya da, bize aligkin oldugumuz baz &zelikleri ima
ettiklerini varsaymayacagz.

Bu béliimde kiime kavramini Georg Cantor (1845-1918)’un yaptig: gibi be-
lirleyecegiz. Hemen belirtelim ki, bu yodntemle kiimeyi belirlemek, ileri asa-
malarda, yapi icinde celigki yaratir. Ama, ilk elde, amacimiz yalnizca kiimeler
cebirini incelemek oldugu i¢in, Cantor yonteminin eksikligi, bize, burada bir
zarar vermeyecektir. Bunun yaninda, bu yontem, 6zellikle, konuya ilk baglayan-
lar igin, belitsel yonteme gore ¢ok daha kolay sezilebilir nitelikte oldugundan,
Kiimeler Cebirine daha cabuk girebilme olanag: bulacagiz. Zaten bu yontemle
kurulan kiimeler kuramina sezgisel sifat1 verilir.

3.1 ILKEL KAVRAMLAR

3.1.1 Kiimeler Kuraminin Tanimsiz Terimleri

Kiimeler Kuramini kurmak i¢in dort tanmimsiz terim alacagiz:
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1. oge

2. kiime

3. igerilme (elemani olma)
4. nicelik sayisi

x herhangi bir nesne olsun. Buna bazan belirsiz, bazan da degisken denilir.
I¢inde = bulunan bir p(x) 6nermesi (ifadesi) tamimli olsun. Eger bu 6nerme dogru
ise, = nesnesi p Onermesini sagliyor (dogruluyor), diyelim ve bunu, p(z) = 1
anlamina gelmek tizere, kisaca,

p(z)
simgesiyle belirtelim.

Eger, p(x) yanls bir 6nerme ise, x nesnesi p 6nermesini saglamiyor (dogru-
lamuyor) diyelim ve bunu da, p(x) 6nermesinin degili anlamina gelmek iizere,

px),  ~pla),  -p) (3.1)
simgelerinden birisiyle belirtelim.
plz)=0 & pz)=1 (3.2)

oldugu agiktir.
p Onermesini saglayan biitiin x nesnelerinin olusturdugu toplulugu,

{zlp@)} yada  {z:p()} (3.3)

simgelerinden birisiyle gosterelim. (3.3) topluluguna bir kime, bu toplulugu

olugturan her bir = nesnesine bu kiimenin bir dgesi (elemans) diyecegiz.
Genellikle, 6geleri a,b,...,x,y,z gibi kii¢iik harflerle ve kiimeleri de

A, B,...,X,Y,Z gibi biiyiik harflerle gisterecegiz.

3.1.2 Evrensel Kiime

Evrensel kiime deyimi, "her seyi iceren kiime” c¢agrigimi yapiyor. Bu cagrigimi
en genel bir soru olarak ortaya atalim

Bitin kimelerin kiimesi nedir?

Bu soru Kiimeler Kuraminda paradoks yaratan ¢etin bir sorudur. Gegen yiizyilin
biiyiik matematikcilerini ugragtiran bu konuyu ileri boliimlerde ele alacagz.
Simdilik, her geyi iceren bir kiimeyi hi¢ diiglinmeyecegiz. Zaten her geyi iceren bir
kiimeye gereksinim dogmayacaktir. Matematikte belli bir ig i¢in belli bir kiime
iizerinde caligiriz. Bu kiime dogal sayilar, tamsayilar, karmagik sayilar, bir aralik
iizerinde tanimh siirekli fonksiyonlar v.b. gibi, 6geleri kesinlikle bizce belirli olan
kiimelerdir. Bu demektir ki, {izerinde caligacagimiz evrensel kiimenin ne olacag:
baglangicta saptanacaktir. Bu saptama igi ¢cok kolaydir. Evrensel kiimeyi, o an-
daki caligmamiza konu olacak biitiin 6geleri icerecek kadar biiyiik, o anda gerek-
siz 6geleri diglayacak kadar kiiciik secmeliyiz. Ornegin, cogunlukla yapacagimz
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gibi, sayilarla ile ilgili iglemler yapiyorsak, evrensel kiime olarak gercel sayilar
kiimesini almak yetecektir; bu halde evrensel kiimeyi, diyelim ki, biit{in canlhlar
da icerecek biiyiikliikte se¢gmek gereksizdir. Evrensel kiimenin, her seferinde ne
olacaginin, saptanmasi gereken bir belirsiz olusu, kiimeler cebirinde igleri zor-
lagtiric1 bir etken sanilabilir. Ama bdyle bir zorlugun ¢ikmayacagini gorecegiz.

Belli bir ig icin kullanacagimiz evrensel kiimeyi sdzel olarak tanimlayabiliriz.
Ornegin, cift tamsayilar deyimi kiimeyi kesinlikle belirler. Bu isi matematiksel
simgelerle yapmak igi kolaylagtiracak ve herkesin aymi kavramda anlagmasini
saglayacaktir. Belli bir andaki igimizde kullanacagimiz biitlin « 6gelerini secen
(belirleyen) bir ® 6nermesi diiglinelim. ®(z) simgesi, « 6gesinin ® Snermesini
sagladigr anlamina gelir; yani ®(z) 6nermesinin dogruluk degeri D (dogru) dir.
Bu kosulu saglayan biitiin « 6gelerinin olugturdugu kiimeye ® nin belirledigi
evrensel kiime diyecegiz. Bu kiimeyi Eg ile gosterecegiz.

Eo = {o|(x)) (3.4)

Evrensel kiimemiz baglangicta belli olacagi i¢in, onu belirleyen ® 6nermesini
her iglemde kullanmak, formiillerde yararsiz bir kalabalik yaratacaktir. O ne-
denle, cok gerekmiyorsa, islemlerimizde ® énermesini hi¢ kullanmayiz. Ornegin,
FEg yerine E yazariz. Daha 6nemlisi, alt kiimeleri kullanirken de bunu yapariz.
Ornegin, dogal sayilar kiimesini evrensel kiime olarak almigsak, cift sayilardan
olugan A alt kiimesini belirlemek i¢in

A={n|n e NA ncift tamsayidir}
demek yerine,
A = {n|n cift tamsayidir}

yvalin bi¢imini kullanacagiz. Bunu matematiksel simgelerle ifade edelim. ® nin
belirledigi evrensel kiime i¢inde bir p 6nermesini saglayan = 6gelerinin olugtur-
dugu A alt kiimesini

A={z|®(x) Ap(x)}
= {z|(z € Ey) A p(z)}
bicimlerinden birisini yazmak yerine
A=A{z|p(x)} (3.5)

yalin biciminde yazacagiz.

Ornekler

1. Diizlem Geometri ¢aligirken, diizlemdeki biitiin noktalarin kiimesini evrensel
kiime olarak se¢cmek yeterlidir.

2. Gergel (real) sayilarla ¢aligirken, R gercel sayilar kiimesini evrensel kiime
olarak se¢mek yeterlidir.

3. Niifus konulariyla ilgili ¢caligmalar yapan bir sosyal bilimcinin, diinya nii-
fusunu evrensel kiime olarak se¢mesi yeterlidir.
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3.1.3 Tiimleyen Kiime

Benzer olarak, p 6nermesini saglamayan; yani, p’(z) 6nermesini saglayan biitiin
x nesnelerinin olugturdugu toplulugu,

{z]p'(z)} (3.6)

simgesiyle gosterelim. Buna (3.5) kiimesinin td@mleyen (tamlayan) kiimesi diye-
cegiz.
Buna gore, FE evrensel kiimesini

E={z|p(z) V' (2)} (3.7)

bi¢iminde yazabiliriz. Bu yalin gisterimlerde kullanmadigimiz ®(z) 6nemesinin
saglandigin gizil bigimde kabul ediyoruz.
A kiimesinin tiimleyenini A’, —=A, A¢ simgelerinden birisiyle gosterecegiz:

A= {z]|p@)} (3.8)
Bir a 6gesinin A kiimesine ait oldugunu,
a€A yada A>a

simgelerinden birisiyle gosterecek ve
"a dgesi (elemani) A kiimesine aittir", "a égesi A kiimesinin bir ogesidir”,
"A kiimesi a égesini icerir,”
ifadelerinden birisiyle okuyacagiz.
Tanimimiz geregince, a € A olmasi i¢in, a nesnesinin p dnermesini saglamasi
gerekli ve yeterli koguldur; yani p(a) énermesi dogru olmalidir. Oyleyse,

acA & pla)

yazilabilir.
Bir b 6gesi A kiimesine ait degilse

bg A yada AFb

simgelerinden birisiyle gosterecek ve

" dgesi (elemans) A kiimesine ait degildir",

"b dgesi A kiimesinin bir dgesi degildir”,

"A kiimesi b égesini icermez,”
ifadelerinden birisiyle okuyacagiz.

Tabii, buraya dek sdylediklerimiz kiimelerin varligin1 garanti etmez. Bu ne-
denle, p bir énerme ise, (3.5) kiimesinin varhgmi, bir belit (aksiyom) olarak
varsayacagiz.
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iyi Tanimlilik

Bir kiimeyi tanimlamak demek, o kiimenin icerdigi biitiin 6geleri belirlemek de-
mektir. Bunun i¢in genel yontemimiz, tanimlayacagimiz kiimenin icerdigi 6gelerin
sahip oldugu biitiin 6zelikleri ve yalnizca onlari1 ifade eden p Gnermesini be-
lirledikten sonra, kiimeyi (3.5) bigiminde yazmaktir. Boyle oldugunda, kiimeye
ait olan ve olmayan nesneler kesinkes belirlenmis olur. Bu 6zelige, kiimenin wyi
tanymlanmasi, diyecegiz. Her kiime iyi tanimh olmalhdir.

(3.5) kiimesini belirleyen p énermesi, yalin bir 6nerme olabilecegi gibi, bilesik
bir 6nerme de olabilir.

3.1.4 Nicelik Sayis1

Bazan, bir kiimede ka¢ 6ge oldugunu bilmemiz gerekir. Bir kiimenin 6gelerini
sayabiliyorsak, sonunda erigtigimiz say1, o kiimenin nicelik sayisidir. Ama, kii-
melerin ¢ogunun Ogelerini sayamayiz. Boyle olsa bile, her kiimenin 6gelerinin
miktarini belirten bir kavramin (saymin) olmasi gerektigini sezebiliyoruz. Bu
nedenle, su beliti varsayacagiz.

Aksiyom 3.1.1. [Nicelik Saylarinin varhgi] Her kiimenin bir ve yalmz bir
nicelik sayist vardir. Saylabilen kiimeler icin, nicelik sayisi, kiimenin égelerinin
sayrsidar.

Bir A kiimesinin nicelik sayis1 A, §(4), n(A), card(A) simgelerinden

birisiyle gosterilir.

3.1.5 Sonlu ve Sonsuz Kiimeler

Tamim 3.1.1. Nicelik sayis1 bir dogal sayiya esit olan kiimeler sonludur. Sonlu
olmayan kiimeler de sonsuzdur.

Sonlu kiimelerin 6gelerini sayarak bitirebiliriz, ama sonsuz kiimelerin 6gelerini
sayarak bitiremeyiz.

Ornekler:
1. Alfabemizdeki harflerden olugan {a,b,c,...,y, z} kiimesi sonludur.
2. 1000 den kiiciik ¢ift tamsayilar kiimesi sonludur.
3. Bir ¢uval piringten olugan kiime sonludur.
4. N=1{0,1,2,3,4,...} Dogal Sayilar Kiimesi sonsuzdur.
5. Z=4...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} Tamsayilar Kiimesi sonsuzdur.
6. R— Gercel Sayilar Kiimesi sonsuzdur.

7. Diizlemdeki noktalar kiimesi sonsuzdur.
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3.2 Kimelerin Gosterimi

3.2.1 Niteleme YoOntemi

Niteleme Yontemi (Ogelerin Ortak Ozeliklerini Belirleme):

Kiimeleri, genellikle (3.5) bigiminde gosteririz. Bu gdsterimde p Gnermesi,
kiimenin 6gelerinin belirleyici ve ayirici niteliklerini; yani, ortak ¢zelliklerini be-
lirtir. Bu nedenle, (3.5) gosterimine Niteleme Yontemi (Ortak Ozelik Belirleme
Yontems) denilir.

3.2.2 Listeleme YoOntemi

Baz1 6zel hallerde, kiimenin 6gelerini tek tek yazmak ya da belirli bir kurala
uyar bi¢imde siralamak miimkiin olabilir. Bu durumlarda, kiimenin 6gelerini {}
parantezi icine yazariz. Bu yonteme, Kimenin Ogelerini Listeleme ; {} paran-
tezine de, kiime parantezi diyecegiz. A kiimesinin 6geleri a, b, c,d, e, . .. ise,

A={a,b,cdye,...} (3.9)
yazariz. Ornegin, tek tamsayilar kiimesinin niteleme yontemi ile gdsterimi,
{ z |z tek tamsayidir}
bi¢imindedir. Ayni kiimeyi listeleme yontemiyle gosterecek olursak,
{...,=5,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,...}

yazabiliriz. Birinci gosterimdeki "z tek tamsayidir "' 6nermesi, kiimeyi belirleyen
p(z) 6nermesidir. Tkincide ise, biiyiik parantez iginde verilen

., —=5,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5, ...

siralamasindan, . . . ile belirtilen yerlere yalnizca tek tamsayilarin yazilmas: gerek-
tigini anliyoruz. Tabii, bu tiir bir gosterimi kullanirken, herkesin yazili olmayan
Ogelerin ne oldugunu kesinlikle anlayacagindan emin olmak gerekir; degilse yan-
lig anlamalar dogabilir. Eger yanlig anlam cikacag: kuskusu varsa, ortak dzelik
belirtme yéntemi’ne ge¢mek daha uygun olur.

Bu ornekte goriildiigii gibi, listeleme yontemi, bazi hallerde daha kolay al-
gilanabilir. Ancak, kiimelerin biiyiik cogunlugu i¢in, listeleme yontemi olanaksiz-
dir. Ornegin, simfimzdaki biitiin 6grencilerin adlarim yazarsaniz, siiftaki 6gren-
cilerden olugan kiimenin 6gelerini listelemis olursunuz. Ama, diinyadaki biitiin
insanlarin kiimesini listeleyemezsiniz.

3.2.3 Venn Diyagram

Kiimeler cebirinde birgok bagintiy1 daha somut bigimde gdrebilmek i¢in kiimeleri
diizlemde kapal1 bir egri ile sinirlanmig bélgeler olarak temsil ederiz. Bu yontemi
ilk kez Ingiliz Matematikgisi John Venn uyguladigi icin, kiimeleri temsil eden
boyle sekillere Venn diyagramlar:, denilir.



