Bolum 7

KUME AILELERI

7.1 INDISLI KUMELER

Eger inceledigimiz kiimelerin sayisi, alfabenin harflerinden daha ¢ok degilse, on-
lar1 A, B, ..., W gibi harflerle temsil edebiliriz. Eger elimizde albenin harflerinden
daha c¢ok ve sayilar1 n tane olan kiimeler varsa, bu kiimeleri Ay, As,..., A,
simgeleriyle temsil edebiliriz. Bu durumda, her bir A; (i = 1,2,...,n) kiimesi
i ile indislenmistir (damgalanmigtir), diyecegiz. Simdi bu kavram biraz daha
genellestirelim. Herhangi bir I kiimesi diigiinelim. Her ¢ € I 6gesine karsilik bir
A; kiimesi var olsun. Biitiin bu kiimelerden olugan toplulugu 7 ile gosterelim.

o ={A;|i eI} (7.1)

olsun. (7.1) geregince, & toplulugu, 6geleri A; kiimeleri olan bir kiimedir. Ancak
"Kiimelerin kiimesi" kavrami, bizi, ileride agiklayacagimiz Russel paradoksuna
gotiirdiigii icin, bu deyimi kullanmayacak, bunun yerine, &7 ya bir "kiimeler
ailesi” | bir "kiimeler toplulugu” ya da bir "sinyf” diyecegiz. Burada I kiime-
sine ailenin indis (damga, index) kiimesi, her bir A; kiimesine i ile indislenmig
(damgalanmig) kiime ve herbir ¢ € I 6gesine de bir indis diyecegiz.

Bu aileyi bazan

o ={A;}ier (7.2)
bi¢iminde yazacagiz. Hatt, aileyi olugturan kiimeler Ay, Ao, ..., A, seklindeyse,
bunu

{A1, Ay, ..., Ay} (7.3)

diye de gosterebiliriz.

7.1.1 Kiimeler Ailesinin Bilegimi

Bir o = {A;|i € I} ailesi verilsin. Bu ailenin bilegimi yle bir kiimedir ki, bir z
Ogesinin bu bilegime ait olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul, en az bir « € I igin
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68 BOLUM 7. KUME AILELERI

x € A, olmasidir. Bu bilegimi

ue = |J A=J4a=J{Ailie} (7.4)

Acod i€l el

simgelerinden birisiyle temsil edecegiz. Bilegim tanimim simgelerle agiklamak
istersek,

e/ = JAi={z|3ala e ) A (z € Au)} (7.5)
iel
yazabiliriz. Burada, sag yandaki ifadeyi sdyle okuyacagiz: "Kiimenin icerdigi =
Ogeleri gu Ozelige sahiptir: Oyle bir a var ki, o I indis kiimesine ve x ise A,
kiimesine aittir".
Burada, I indis kiimesi iki 6geli ise (7.5) ifadesi, 6zel olarak, (5.1) bigimini
alir.

7.1.2 Kiimeler Ailesinin Arakesiti

Bir &7 = {A;|i € I} ailesi verilsin. Bu ailenin arakesiti dyle bir kiimedir ki, bir
x Ogesinin bu arakesite ait olmasi igin gerekli ve yeterli kosul her bir € [ i¢in
z € A, olmasidir. Bu arakesiti

na = (| A=()4=({Ailiel} (7.6)

Acd i€l icl

simgelerinden birisiyle temsil edecegiz. Arakesit taniminmi simgelerle agiklamak
istersek,

N = (A ={z|3a((a €I)= (z € A,))} (7.7)
i€l

yazabiliriz. Burada, sag yandaki ifadeyi sdyle okuyacagiz: "Kiimenin icerdigi «
Ogeleri su Ozelige sahiptir: her a 6gesi i¢in, o nin [ indis kiimesine ait olmasi, z
Ogesinin A, kiimesine ait olmasin gerektirir".

Burada, I indis kiimesi iki 6geli ise (7.7) ifadesi, 6zel olarak, (5.2) bigimini
alir.

7.1.3 Ayrik Aile

Bir &7 = {A;|i € I} ailesi verilsin. Eger bu aileyi olugturan kiimeler ikiger ikiger
birbirlerinden ayrik iseler; yani

(,BEDA(a#B)= Ay NAg =0 (7.8)

ise, o7 ailesine ayriktir, denilir.
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7.1.4 Kuvvet Kiimesi

Bir A kiimesinin kuvvet kiimesi, A nin biitlin alt kiimelerinin ailesidir. Bunu
P (A) simgesiyle temsil edecegiz; yani

PA) =YY C A (7.9)

dir.
Teorem 5.3.1 geregince bog kiime A nin bir alt kiimesidir ; yani § C A dir.
Ohalde § € Z(A) dir. Ornegin, A = {a, b} kiimesinin kuvvet kiimesi

'@(A) = {0’ {a}a {b}7 {a’ b}}
dir.

7.1.5 Alt Aile
Bir o = {A;|i € I} ailesi verilsin. Eger J C I ise
B={A;|jeJ} (7.10)

ailesine, Z(A) nmn bir alt ailesi, denilir ve Z(B) C Z(A) simgesiyle gosterilir.

7.1.6 Bir Kiimenin Ayrigsimi

Tanim 7.1.1. Bog olmayan bir A kiimesi verilsin. Agagidaki zeliklere sahip
bir &7 ailesine A kiimesinin bir ayrigim: denilir:

(i) & ya ait kiimeler A nin alt kiimesidirler.

(ii) Bog kiime & ailesine ait degildir.

(iii) < ailesi ayriktir.
)

(iv) o ailesinin bilegimi A kiimesine esittir

Bunu simgelerle agiklamak istersek goyle diyebiliriz: Asagidaki ozeliklere
sahip o ailesine A kiimesinin bir ayrigzmadar, denilir:

(i) o C P(A)

(i) 0 ¢ o

(iil) (,BEDA(a#£B) = AgNAg=0
(iv) A=Ud

Buradan hemen anlagildig: iizere &7 ailesi A kiimesinin bir ayrigimi ise, A
nin her 6gesi, &7 ya ait bir ve yalmzca bir kiime tarafindan igerilir.
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7.1.7 Bir Kiimenin Ortiisii
Bir A kiimesi ile bir & = {B; |i € I} ailesi verilsin. Eger
AcC U B:UBi (7.11)
Be® il
oluyorsa, verilen aileye A kiimesinin bir értistidir, denilir.

Teorem 7.1.1. Bir bog ailenin arakesiti evrensel kiimeye, bilegimi ise bos kii-
meye egittir.

IspAT:
Bir &7 ailesinin bog bir aile olmasi1 demek, <7 ailesine ait hi¢bir kiime yok
demektir. Bagka bir deyigle

o ={A;|i€ D} (7.12)
ailesi bog bir ailedir.
(4 =E (7.13)
i€
Jai=0 (7.14)
i€

oldugunu gosterecegiz. (7.7) ve (7.5) geregince
(1) y € Nicg Ai & Va(a €0) = (y € Aa)
(i) y € Uiep Ai © BB D) A (y € Ap)

oldugunu biliyoruz. Simdi sag yandaki 6nermeleri ayr1 ayri inceleyelim, Birincide
a € () dnermesi yanhg oldugundan, (2.4) kurallar geregince, evrensel kiimeye
ait her y 6gesi i¢in (a € §) = (y € A,) Onermesi her zaman dogrudur (totoloji,
geligmez). O halde (7.13) saglamr.

Tkincide (3 € @) yanlig bir 5nerme oldugundan, gene (2.1) kurallar1 geregince,
evrensel kiimeye ait her y 6gesi i¢in (3 € 0) A (y € A,) Onermesi her zaman
yanhgtir (olmazlik, celigki). Demek ki bilegime ait hi¢ bir 6ge yoktur. O halde
(7.14) saglanir.

Onerme 7.1.1 (Genellesmig de Morgan Kurali). Bir
o ={A;|iel}

ailesi i¢in asagrdaki egitlikler saglanar:

<Um>:ﬂ% (7.15)

el i€l

(ﬂm):U& (7.16)

el el
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ISPAT: (7.15):

xe (UAZ)/@:H; (UAi

iel el
< {3a(fac)A(z € An)}
s {Valael)= (z ¢ As)}
& NVa(ael)= (z e A))}
sSze <U A;)
iel

IspAT: (7.16): Yukaridakine benzer yolla yapilabilen bu ispat Ggrenciye bir
aligtirma olarak birakilmigtar.

Onerme 7.1.2 (Genellesmig Dagilma Kurall). o/ = {A;|i € I} ve B =
{Bj|j € J} aileleri i¢in asaqidaki egitlikler saglanur:

= U (U(AmBn

jEJ \i€l

)
)

IspaT: (7.17):

T € (LEJIAZ> N (ngj) saxe (iEUIAi> ANz € (EJB])

& Ja((a € ) A(z € Aa)) AIB((B € J) A (z € Bg))
< Ja((aeI)AIB(B € J)) A (x € Ax N Bg)

< Ja((aeI) A (:L’ € U(Az mBj))

jeJ

iel \jeJ

szel (U((AmBj))

IspAT: (7.17): bu ispat da yukaridakine benzer diigiiniigle yapilabilir.
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7.2 PROBLEMLER

1. o ={A;|i eI} ve B={B;|i € I} aileleri verilsin. Eger her i € I i¢in
A; C B; ise agagidaki bagintilarin varhigini gosteriniz.

U4 clUB ()4 c (B

i€l iel iel el

2. Bir {A;|i € I} ailesi verilsin. Eger J C I ise agagidaki bagintinin varhgim
gosteriniz.

LJAAj C LJAAi

jeJ iel

3. Bir {A;|i € I} ailesi ile bir B kiimesi verilsin. Her ¢ € I i¢in A; C B ise
agsagidaki bagintinin varligim gosteriniz.

LJfL CcB

icl

4. of ={A;|i €I} ve B={B;|ie€ I} aileleri verilsin. Agagidaki bagintinin
varhigini gosteriniz.

U iub) = ([ﬁjl4i> U <LdJ13{)

5. Bir {B;|i € I} ailesi ile bir A kiimesi veriliyor. Asagidaki bagmtinin var-
ligin1 gosteriniz.

AN <L,J13i> = LJ(fifﬁlgﬂ
i€l el

6. {A;|ieI}ile {B;|ic I} aileleri verilsin. Agagidaki bagmtilarin varligin
gosteriniz.

(Uuu)\ Us)-U(nuos

il jeJ iel \jeJ

(mmi)\ Ne)-n(umas)

iel jeJ iel \jeJ

7. Bir A kiimesi ile bunun mathscrA ve % gibi farklh iki ortiisii verilmig
olsun. Bu iki Ortiiniin arakesitinin de bir 6rtii oldugunu gosteriniz.
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7.3 KUME DIZILERI

Tanim 7.3.1. Her n dogal sayisina kargilik bir A, kiimesi verilmig olsun.
Boylece

{AOaA17A2)"'aA'ﬂa"'}

gibi bir kiimeler ailesi elde edilir. Bu aileye bir kimeler dizisi diyecegiz. Bagka
bir deyisle, bir o/ = {A; |i € I'} ailesinin I indis kiimesi

N={0,1,2,...,n,...}
dogal sayilar kiimesine egitse, & ya bir kiimeler dizisi, denilir.

Tamm 7.3.2. Bir {4, |n € N} kiimeler dizisi verilsin. Bu dizinin iist ve alt
limitlerini, sirasiyla,

limsup 4,, = ﬂ U Atk (7.19)
e neN keN
-0 (0
n=1 \k=n
liminf A, = ] [ Ansr (7.20)
nee neNkeN

= G (00 Ak> (7.21)
n=1 \k=n

diye tanimlanir.

Eger iist ve alt limitleri egitse, bu kiimeler dizisinin limiti varder, diyecek ve
bu limiti,

lim A, (7.22)

n—oo
simgesiyle gbsterecegiz.

Onerme 7.3.1. {A,} ve {B,} herhangi iki kiimeler dizisi ise asagidaki bagints
saglanar:

limsup(A,, N By,) C (limsup A,,) N (limsup B,,) (7.23)

n—r oo n—oo n—roo
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x € imsup(A, N B,) =z € ﬂ U (Ap+tr N Bpik)

n— oo

Onerme 7.3.2.

dir.

IsPAT:

neNkeN
—neN=zc U(A,HkmBmk)
keN
Jk eN)(x € Apyk N Bpik))
Jk eN) (z € Aptk) N (x € Bngr)
JkeN)(z € Apyi) AN (Bk €N) (x € Bryk)
ze | Anir) A€ | Buir))

keN keN
—neN=(ve|JAnn)AneN= (ze (B
keN keN
—x € ﬂ UAn+k/\.’L'€ ﬂ UBn+k)
neN keN neN keN
= (z € limsup A, ) A (x € limsup B,,)

n—oo n—oo

= (x € limsup A,) N (limsup B,,))

n—oo n—oo

—neN=
—neN=
—neN=

P

—neN=

lim sup(A, U B,) = limsup 4,, Ulimsup B, (7.24)

n—roo n—roo n— oo

z € limsup(4, UB,) <=z € ﬂ U (Apsx UBpyk)

n— oo

neN keN

eneN=ze | J(AnkUBn)
keN

dk € N) (ZE € An+k U Bn+k))
JkeN)(z € Anyr) V(¢ € Bpyk)
JkeN)(z € Anyi)V 3k €N) (x € Bryr)

ze | JAnr) V(e | Bur))

<~—neN=
<—neN=>
<—neN=

o~ o~ o~ o~

<~ neN=

keN keN
e=neN= (el Anr)VneN= (ze ] B
keN keN
—zx € ﬂ UAn—HcViUe ﬂ UBn+k)
neN keN neN keN
<= (z € limsup 4,,) V (z € limsup B,,)
n—oo n—oo

<= (z € limsup 4,) U (limsup B,,))

n—oo n—oo
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Onerme 7.3.3. Her kiimeler dizisinden ayni bilesime sahip ayrik bir dizi tiretilebilir.
IspaT: o = {A,, |n € N} herhangi bir kiimeler dizisi olsun.

By = Ay

By = A, - By

By = Ay — (ByUBy) = Ay — By

B3 = A3 — (BoUB1UBy) = A3 — By
By= Ay — (ByUB,UByUBs) = Ay — By

Bn:An—(B()UBlLJBQUBg,U...UBn,l):An—Bn,1

bi¢iminde yinelgen olarak tanimlanan
# ={B,|n €N} (7.25)

kiimeler dizisini diigiinelim. Gosterecegiz ki, # dizisi agagidaki iki 6zelige sahip-
tir.

(a) & ailesi ayrik kiimelerden olusur.
(b) & ailesinin bilegimi o ailesinin bilegimine egittir.

(a) man kanits: n # m oldugunda B, N B, = 0 oldugunu gostermeliyiz. n > m
oldugunu varsayalim.

m—1
rEBpn=>x€AL N ¢ UAk
k=1
n—1
SredAn=a¢ A — | A
k=1
=z ¢ B,

olacaktir. O halde £ ailesi ayriktir.
(b) nin kanat:

o0

(@

A, =

n=1 n

B,
1
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oldugunu gosterecegiz.

x € UAn:>EIn(n€N/\x€An)

n=1

= dn(n e N)A (z € OBm)

m=1
o0
=T e UBm
n=1

den istenen gey goriiliir.

7.4 PROBLEMLER

1.
XoD2X7DXeD...D2X,,D...
YoOY1DYeD...DY,D...

olacak gekilde {X,, |n € N} ve {Y,, |n € N} kiime dizileri (aileleri) verili-
yOr.

ﬁ(XnuYn): (ﬁ Xn> u (ﬁ Yn>

oldugunu gosteriniz.

2. {A, |n € N} bir kiimeler dizisi ise

ﬂ A, C (liminf A,) C (limsup Ay)
nel n—00 n—00

oldugunu gosteriniz.

3. x € (liminf, ,~ A;) olmas: i¢in gerekli ve yeterli kogul, x 6gesinin sonlu
sayidaki A, kiimeleri harig, geriye kalan biitiin A,, kiimelerine ait ol-
masidir. Gdsteriniz.

4. z € (limsup,,_, ., An) olmasi icin gerekli ve yeterli kogul, z 6gesinin sonsuz
coklukta A,, kiimelerine ait olmasidir. Gésteriniz.

5. (X,d) bir metrik uzay ve F C X kapal bir alt kiime olmak {izere

A, = {1:|d(F,x) < l},(711,2,3,...
n

tamimlaniyor.

lim A, =F (7.26)

n—oo

oldugunu gosteriniz.



