Bolum 8

DENKLIK BAGINTILARI

8.1 DENKLIK BAGINTISI

8.1.1 Egitlik Kavraminin Genellegmesi

Matematikte ve bagka bilim dallarinda, birbirlerine egit olmayan, ama egitlige
benzer niteliklere sahip nesnelerle sik sik kargilagiriz. Bu tiir nesneleri inceleye-
bilmek igin, egitlik kavramini genigleterek, denklik (egdegerlik) kavramimi tanim-
liyoruz.

Tanim 8.1.1. Yansima, simetri ve gegigkenlik Ozeliklerine sahip bagintilara,
denklik bagintilar:, denilir.

Bu tanimin simgesel agiklamasi goyledir: X kiimesi iizerinde agagidaki 6ze-
liklere sahip g bagmntisi bir denklik bagintisidir:

r € X = zfx yansimal (8.1)
(r,y € X Nxfy = yBx simetrik
(x,y,2 € X NzBy NyBz = xfz gegisken

Bog olmayan bir A kiimesi tizerinde tanimh bir denklik bagintis1 8 olsun. (z,y) €
B ise z ile y 6geleri, # denklik bagintisina gore, birbirlerine denktir, denilir ve

T=y x=y( mod B) ya da T~y (8.4)

simgelerinden birisiyle yazilir.
Bazan denklik terimi yerine esdegerlik terimi kullanilir.

8.2 Denklik Siniflar:

B bagmtisina gore, z 6gesine denk olan biitiin 6gelerden olugan alt kiimeye, x
Ogesinin denklik sinifi, diyecek ve
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simgelerinden birisiyle gosterecegiz. Buna gore,

z=[z] = [z]p = {y| (z,y) € B} (8.5)
={y | 2By}

yazabiliriz.

Teorem 8.2.1. (i) 8, bos olmayan bir X kimesi tzerinde bir denklik bagin-
tisy ise, B mn denklik siniflart X kimesinin bir ayrisimine olusturur.

(ii) Tersine olarak, X kiimesinin her ayrigimina karsiik, bu ayrigime olugturan
alt kiimeleri denklik siniflarr olarak kabul eden bir denklik bagintist vardar.

Yukaridaki 6zelikleri soyle de ifade edebiliriz:

1. X kiimesinin her 6gesi, bir ve yalnizca bir denklik sinifina aittir. Buna
gore denklik simflarinin birlegimi X kiimesine egittir:

X=U{T|zeX}.

2. Iki denklik simifi ya birbirlerine esittir ya da ayriktirlar:

nyeX = [z=y)VEny=0).

IspAT:

Birinci kisim i¢in, 5 nin denklik siniflar1 ailesinin Tanim 7.1.1 paragraftaki
ayrigim taniminda verdigimiz (i), (ii), (iii) ve (iv) kogullarim sagladigini gostere-
cegiz. 8 min herhangi bir [z] denklik simifi, hi¢ degilse, x 6gesini kapsadigindan
[z] # 0 dir. Ote yandan X = U,cx[x] oldugu apaciktir. Boylece (i) ve (iv)
ozelliklerinin varligr gosterilmis oldu. (iii) ézeligini gdstermek igin, [x] ve [y] gibi
herhangi iki denklik simfi aldigimizda, ya [z] = [y] ya da [z] N [y] = 0 oldugunu
gostermemiz yetecektir. Gergekten,

a € [z] N[yl = afz A aBy = zBa A aBy (8.7)
olacaktir. Simdi
Vo(b € [x]) = b e [y] = [z] C [y] (8.8)

olacagim gorebiliriz. Ciinkii b € [z] demek b3z demektir. Ote yandan xSy
oldugunu gordiik. Su halde,

Vb(b € [z]) = bBx A xfy = bBy = b € [y] (8.9)

dir. Tamamen benzer sekilde [z] D [y] oldugu da gosterilir. Su halde, arakesitleri
bog olmayan her [z], [y] denklik simflan 6zdes olarak esittir. Boylece teoremin
ilk kismim ispatlamig olduk.
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Simdi X kiimesinin herhangi bir { A, | @ € I} ayrigimi verilmig olsun, Ayrigim
tanimina gore

a,BEINa#B=ANAg=10 (8.10)

olacagindan, herhangi bir x € X verildiginde z € A, olacak gekilde bir tek « € T
vardir. Buna gore, X iizerinde

vy & [Fa(a e I)x,y € Ay (8.11)

bagintisini tanimlayalim, v nin bir denklik bagintisi oldugu ve v nin denklik
simflarinin {A, | o € I} ailesinden ibaret oldugu kolayca goriilebilir.

Tamim 8.2.1. X kiimesi iizerindeki bir denklik bagintisi 8 olsun. g nin farkh
denklik simflarindan olugan aileye, X in 8 ya gore oran (béliim) kiimesi diyecek
ve X/ ile gosterecegiz; yani

X/B=Alz],ly],[2],.. } ={lz] : € X} (8.12)
dir.
Ornekler

1. A={a,b,c,d} kiimesi iizerinde,

/B = {(a7 a)’ (b7 b)’ (07 C)’ (d’ d)’ ((b7 c)7 (b’ d)’ (C, b)’ (C7 d)’ (d’ C)7 (d7 b)}

bagintisinin grafigini ¢iziniz. Denklik bagintisi oldugunu gosteriniz. Denk-
lik simiflarim1 yaziniz.

Cozim: [ bagintisinin grafigi cizilirse sunlar hemen goriiliir:

(a) Kosegen bagintiya ait oldugundan, 8 yansimalidir.

(b) Bagintiya ait noktalar, kbgegene gore simetrik oldugundan, 8 simetrik-
tir.

(c) Her z,y,z € A igin,
[((z,9) € BN ((y,2) € B)] = (z,2) € B
oldugu goriilebilir. Ornegin,
[((c,b) € B) A ((b,d) € B)] = (c,d) € B
dir.

S nin yalmzca iki denklik sinifi vardir:

olduguna dikkat ediniz.
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B =1(2,2),(2,6),(4,4),(6,6),(4,6),(6,2),(6,4),(2,4),(4,2)}
bagintinin grafigini ¢iziniz ve bir denklik bagintis1 oldugunu gosteriniz.
Denklik siniflarin1 yaziniz.

Coziim: Aranan bagint1 A = {2,4, 6} kiimesi iizerinde tanimhdir. 2 = 4 =
6 oldugundan, 8 mn bir tek denklik simifi vardir: 2 = {2, 4,6}.

3. Iki kesrin esitligini,

(% = c_ci) < (ad = be)
bagintist ile tanimliyoruz. Bunun bir denklik bagintist oldugunu gosteriniz.
Coziim:

(a)

(% %) < (ab=abd)

oldugundan = yansimalidir.

a Cc

(gza)ﬁ(adzbc)@(bc:ad)ﬁ(EE%>

oldugundan, = simetriktir.

oldugundan, = geciskendir.

4. Analitik diizlemdeki biitiin dogrularin kiimesi iizerinde, || simgesiyle gostere-
cegimiz paralelligi

zly < (z=y)veny=0 3)

bi¢iminde tanimlayalim. Paralellik bagintisinin bir denklik bagintisi oldugunu
gosteriniz.

Cozim: D, dizlemdeki biitiin dogrularin kiimesi olsun.
B={(z,9) | (z,y e D)A(z | y)}

bagintisini tanimlayalim. 8 nin bir denklik bagintis1 oldugunu gérmek i¢in,
yansima, simetri ve gecisme Ozeliklerine sahip oldugunu gostermeliyiz.
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(a) Her dogru kendisine paralel oldugundan, € D = z || z olur; yani,
paralellik yansima 6zeligine sahiptir.

(b) z || y = y || « oldugundan, paralellik bagintis1 simetriktir.
() (x|lyAy] 2) = x || z oldugundan, paralellik bagintis1 gegiskendir.
Diizlemde ayni dogrultuya sahip olan dogrular; yani, birbirlerine paralel

olan dogrular, ayni denklik sinifi i¢indedirler. Diizlemde, sonsuz dogrultu
oldugu i¢in, paralellik bagintisinin denklik siniflar1 sonsuz ¢okluktadir.

5. Tamsayilar kiimesi tizerinde "farklar: ¢ift olanlar estir” bagintisi bir denk-
lik bagintisidir.

Bunu goérmek igin, Tamsayilar Kiimesini Z ile gosterelim ve Z iizerinde,

B={(m,n)| (m—n) cifttir}

bagintisini tamimlayalim. 8 nin yansimali, simetrik ve gegigli oldugunu
gosterelim.

(a) neZ=n—n=0 gifttir. O halde, 8 yansimalidir.

(b) (m,n € Z)A(m—n) gift ise (n—m) de ift olacagindan, 8 simetriktir.

(c) (m,n,r € Z) i¢gin(m — n) ¢ift ve (n —r) ift ise (m —r) = (m —n) +
(n — ) de ¢ift olacagindan, 8 ge¢iglidir.

(m,n) € B < m—n = cift olabilmesi i¢in, m, n tamsayilarimn her ikisi de
ayni zamanda ya cift ya da tek olmalidir. Oyleyse, 3 bagintisina gore tek
sayilar birbirlerine denk; ¢ift sayilar birbirlerine denktir. Bir tek sayi ile
bir ¢ift say1 aym denklik simifinda olamazlar. Oyleyse, 8 ya gore, yalnizca
iki denklik sinifi vardir:

{...,—8,—6,-4,-2,0,,2,4,6,8,...}
= {..,-9,-7,-5,-3,-1,1,3,5,7,9.. }

= <l
|

6. Herhangi bir kiime iizerindeki esitlik, bir denklik bagintisidir.

X bos olmayan bir kiime olsun. Bunun iizerinde,

B=A{lzy)le=y}

bagmtisinin bir denklik bagintisi oldugunu gostermeliyiz.
Esitlik Beliti'nden,
(a) Her 6ge kendisine esittir; yani z € X = x =  oldugundan 3 bagintis
yansimalidir.
(b) (z,y € X) ve x =y ise y = = oldugundan S bagintisi simetriktir.

(¢) (z,y,2 € X) igin x = y ve y = z ise x = z oldugundan § bagntis:
geciglidir.
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yazabiliriz.

O halde, egitlik bagintisi: bir denklik bagintisidir.

Bu 6rnekte, bir x 6gesinin denklik sinifi, yalnizca kendisinden olugur: T = x

dir.

teriniz.

. Bir denklik bagintisinin tersinin de bir denklik bagintisi oldugunu gos-

(Coziim: Bog olmayan bir A kiimesi iizerinde, § bir denklik bagintis: ise,
B yansimali, simetrik ve gecigkendir. Simdi, bunun tersi olan

871 ={(z,y) | (y,2) € B}

bagintisinin da ayni 6zelikleri sagladigini géstermeliyiz.

reEA =

=

(z,y) €™ =
=

=

=

(@) ep™) A (w2) b7

R R

sayisidir. Ornegin,

(
(

(,2) € B
(z,2) € g1

(Bsimetrik oldugundan)

(87 Yin tansmandan,)

8. Bell Saylari: n 6geli bir kilmede tanimlanabilecek denklik bagintilarinin

a) X1 = {z1} kiimesinde 1 tane denklik bagntis1 kurulabilir.

b) Xo = {x1, 22} kiimesinde 2 tane denklik bagintis1 kurulabilir.

(d) X4 = {1, 22, 3,24} kiimesinde 15 tane denklik bagintis1 kurulabilir.

)
)
(¢) X3 ={z1, 72, z3} kilmesinde 5 tane denklik bagntisi kurulabilir.
)
)

(e) X5 = {z1,x2,x3, x4, x5} kilmesinde 52 tane denklik bagntisi kurula-

bilir.

(f) X¢ = {x1,x2,x3,24,25, 26} kiimesinde 203 tane denklik bagmtis:

kurulabilir.
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(g) X7 ={x1, 22,23, 24, x5, 26,27} kilmesinde 877 tane denklik bagintisi
kurulabilir.

(h) Xg = {1, z2, 23,24, x5, x4, x7, T3 } kilmesinde 4140 tane denklik bagin-
tis1 kurulabilir.

(i) Xo = {1, 2, x3, 24, x5, T4, T7, T3, Tg } kilmesinde 21147 tane denklik
bagintis1 kurulabilir.

(G) X100 = {1, 22,23, 24, x5, T6, T7, T8, Tg, 10} kiimesinde 115975 tane
denklik bagmtis: kurulabilir. :

Genel olarak, Bell sayilar

n

Buii = (k) By

k=0

yinelgen(recursive) formiilii ile bulunur.

8.3 ALISTIRMALAR

1. Kardeglik bagintisinin bir denklik bagintisi oldugunu gosteriniz.

2. A={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} kiimesinde taniml,

B=Alz,y):4](z—-y)}

bagintisinin bir denklik bagintisi oldugunu gosteriniz ve denklik simiflarini
bulunuz.

3. Analitik diizlemdeki dogrular kiimesi iizerinde ,"diklik" bagintisimin bir
denklik bagintis1 olmadigini gosteriniz.

4. Asagidaki bagmntilar, A = {1,2,3} kiimesi lizerinde tanimlidir. Bunlar-
dan hangileri denklik bagintisidir? Denklik bagintisi olanlarin, denklik
siniflarini yaziniz.

(a) b1 ={(1,1),(2,2),(1,2),(2,1)}

(b) B2 ={(1,1),(2,2),(3,3),(3,1),(1,3)}
(©) Bs ={(1,1),(2,2),(3,3),(3,1),(1,2)}
(d) Ba={(1,1),(2,2),(3,3)}

5. Bir has alt kiimede taniml bir denklik bagintisi, iist kiime iizerinde de bir
denklik bagintist midir? Neden?

6. Bir has iist kiimede tanimli denklik bagintisinin, alt kiimeye daraltilmig:
da bir denklik bagmtis1 midir? Neden?
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7. Bir kiimeler ailesi tizerinde nicelik sayilarinin egitligi bagintisinin bir denk-
lik bagintis1 oldugunu gosteriniz.

8. Tamsayilar kiimesi iizerinde
(m,n) € B< 5| (m—n)

bagintisinin bir denklik bagintisi oldugunu gosteriniz. Denklik simiflarim
yaziniz.

9. Analitik diizlemdeki iiggenler kiimesi {izerinde tamimh benzerlik bagin-
tisimin bir denklik bagintisi oldugunu gosteriniz.

10. Analitik diizlemdeki iicgenler kiimesi iizerinde taniml eglik bagmtisinin
bir denklik bagintis1 oldugunu gosteriniz.

11. Bir okuldaki &grenciler arasindaki "arkadas olma” bagintis1 bir denklik
bagintist midir? Neden?

12. Aym bir kiime {izerinde tanimli iki denklik bagintisinin arakesiti de bir
denklik bagitist midir? Neden?

13. Bir denklik bagmtisinin tersi de bir denklik bagintisi midir? Neden?

14. A=1{1,2,3,4,5} kiimesi veriliyor. Agagidakilerden hangileri A kiimesinin
bir ayrigimidir? Nedenleriyle aciklayiniz
(a) {{1,2,3},{3,4},{5}}
(b) {{1,2,5},{3,4}}
(c) {{1,2},{3,4,5}}
(d) {1}, {3}, {4}, {5}}
(e) {{2,5},{3}}
(f) {{1,2,4,5},{3,4}}
(&) {{1,2,5},{1,2}n{3},{3,4}}

15. A = {1,2,3} kiimesi {izerinde esgitlik bagintisn {(1,1),(2,2),(3,3)} dir.
Saglaymniz.



