Bolum 9

STIRALAMA BAGINTILARI

VARLIKLARI KARSILASTIRMAK

Kargilagtirma kavrami, bilimde oldugu kadar, giinliik yasantimizda da c¢ok
onemlidir. Daha ucuz, deyiminden, hemen hepimiz anlatilmak isteneni dogru an-
lariz. Ama "daha giizel” deyiminden, hepimiz aym seyi anlamayabiliriz. Bunun
nedeni, daha giizel kavraminin tanimsiz olugudur.

Bu tiir belirsizlikleri gidermek i¢in, karsilagtirma kavraminin matematiksel
temellerini kuracagz.

9.1 KISMI STRALAMA BAGINTISI

Bazan, bir kiime ic¢inde belirli 6geleri kendi aralarinda siralayip, 6teki 6geleri
diglamak gerekebilir. Ornegin, stmfimizdaki sarism kizlar1 boy sirasina dizerseniz;
erkekler ve sarigin olmayan kizlar bu siralamanin diginda kalacaktir. Once, bu
tiir siralamay1, aciklayacagiz.

Tamim 9.1.1. Yansimali, antisimetrik ve gecisken bir bagintiya kismi (tikel)
siralama bagintis:, denilir.

B, A kiimesi lizerinde bir kismi siralama bagntisi ve (z,y) € [ ise, "z djesi, y
ogesinden dnce gelir," ya da "y dgesi, x dgesinden sonra gelir," diyoruz. Ancak,
sayilardan edindigimiz ahigkanlikla, ¢cogu kez,

x dgesi y dgesinden kigiiktir, ya da

y Ogesi, © ogesinden biyiktir,
diyecegiz. Bunu biraz daha ileri gotiiriip,

(z,y) € B, Py

yerine
T2y, Y=z

simgelerini eg anlamda kullanacagiz. Tanimimizi, yeni simgelerle yapabiliriz:
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Tanim 9.1.2. Bog olmayan bir A kiimesi {izerinde tanimh bir < bagmtisi ve-
rilsin.

a. zeX = z=z
b. (r,ye XANex#£yhax 3y = —(y=<ux)
c. (r,y,z€e XNz 3yAhy=<2z) = z=

Ozeliklerine sahip < bagintisi bir kismi (tikel) siralama bagintisy 'dir.
Bu durumda (X, <) sistemine kismi sirali bir sistemdir [kss] diyecegiz.
Eger a = b ve a # b ise, a 6gesi kesinlikle b 6gesinden kiiciiktiir diyor ve
bunu a < b simgesiyle gosteriyoruz. Simgelerle séylersek

a<b&sa=xbAha#bd (9.1)

dir.

Kismi Siralama Bagintisi, kiimeye ait her 6ge ¢iftini birbiriyle kargilagtir-
mayabilir; yani, herhangi iki 6geden birisi biiyiik, 6tekisi kii¢iik olmak zorunda
degildir. Bagintiya ki1smi denmesinin nedeni de budur.

Tanim 9.1.3. rile n iki tamsay1 olmak iizere, r tamsayis1 n tamsayisini kalansiz
béliiyorsa, r sayist n yi tam béliyor, diyecek ve bunu, kisaca, r | n simgesiyle;
eger tam bglemiyorsa r fn simgesiyle gisterecegiz.

Ornekler
1. A=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9} kilmesinde tanimli,
B={(zy): = |y}

bagmtisinin bir kismi siralama bagintisi oldugunu gosteriniz.

Coziim: B nmin yansimali, antisimetrik ve gegigken oldugunu gdstermeliyiz.

(a) Her tamsay1 kendisini tam béler. O halde,

Vee A=z |xz= (zv,z) €8 = B yansimahdr.

(b) Ornegin, 3 | 6 dir; ama 6 |/3 diir. Bunu genel olarak yazarsak,
(x#y)AN(r,yc A)AN (x| y) = (y |/x) = B antisimetriktir

olur.

(¢) Ornegin,
(2,4,8€ A)AN(2]|4)N(4]8)=(2]8)

dir. Bunu genel olarak yazarsak,
(@,y,2€ A)N(z |y) ANy | 2) = (x| 2) = B gegiskendir

olur.
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O halde, B bir kismi siralama bagintisidir.

2. Bir X kiimesinin biitiin alt kiimelerinden olugan kiimeyi (aileyi) P(X) ile
gosterelim; yani,

P(X)={A|AC X} (1)

olsun. Bu aile iizerinde kapsama bagintisinin bir kismi siralama bagintisi
oldugunu gosteriniz.
Céziim:

B={(A,B)[(ACB)A(A BePX))

bagintisinin yansimali, antisimetrik ve gegigsken oldugunu gostermeliyiz.

(a) Her kiime kendisini kapsar. Dolayisiyla,

VAeP(X)=ACA=(AA) B = [ yanssmalidar.

(b) A kiimesi B nin has bir alt kiimesi ise, B kiimesi A nin alt kiimesi
olamaz:

(A#B)AN(A,BeP(X)N(AC B)= (B ¢ A) = [ antisimetriktir

()
(ACB)A(BCC)= (AcCC)= 3 gegiskendir

Tanmim 9.1.4. (A, <)) kismen siralanmig bir sistem olsun. A kiimesine ait a ve
b gibi herhangi iki 6ge verilsin. Eger a < b ya da b < a oluyorsa a ile b 6gelerine
=< bagintisina gore mukayese edilebilir iki 6gedir, diyecegiz.

Kismen siralanmig bir kiimenin herhangi iki 6gesinin daima mukayese edilebi-
lir olmas1 gerekmez. Zaten "kismen siralanmas” deyimi de buradan gelmektedir.

Kismen siralanmig bir sistemi bazan bir ¢izgi diyagramla gbéstermek uygun
olur. Bunun i¢in z < y ise z 6gesini temsil eden nokta, y 6gesini temsil eden nok-
taya gore diyagramda daha agagida bir yere konuglandirihir.  den y noktasina
giden yukariya dogru yonlenmig bir dogru pargasi ile ya da dogru pargalarindan
olusan kirik bir ¢izgi ile birlegtirilir.

9.2 SINIRLAR

Alt ve Ust Simirlar

Tamim 9.2.1. (X, <)) kismen siralanmig bir sistem olsun ve bir A C X alt
kiimesi verilsin. Eger bir w € X 6gesi A nin her 6gesinden kiigiikse (6nce geli-
yorsa); yani

Va(a € A) = w=<a (9.2)

ise, w 6gesine A kiimesinin bir alt sinsrider, denilir.
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Tersine olarak, bir u € X 6gesi A nmin her 6gesinden biiyiikse (sonra geliyor-
sa); yani

Va(a € A) = a =< u (9.3)

ise, u 6gesine A kiimesinin bir st sinirider, denilir.

9.2.1 infimum ve supremum
Alt Smirlarin En Biiyiigii

Tanim 9.2.2. (X, <)) kismen siralanmig bir sistem olsun ve bir A C X alt
kiimesi verilsin. Agagidaki iki 6zelige sahipse, a € X 6gesine, A kiimesinin alt
simirlarinin en biyigidir (aseb, ebas, infimum, inf) denilir.

(i) « 6gesi A kiimesinin bir alt simridir.

(ii) « 6gesi A kiimesinin alt sinirlarindan olugan kiimenin bir tist siniridir.
Bu durumda
a=aseb(A) a=inf(A) a=infimum(A) (9.4)

simgelerinden birisini kullaniriz.

Ust Sinirlarin En Kiiciigii

Tanim 9.2.3. (X, <)) kismen siralanmig bir sistem olsun ve bir A C X alt
kiimesi verilsin. Agagidaki iki 6zelige sahipse, 8 € X Ogesine, A kiimesinin st
simrlarimin en kiigigidir (tisek, ekiis, supremum, sup) denilir.

(i) B ogesi A kiimesinin bir {ist simiridir.

(ii) B 6gesi A kiimesinin {ist sinirlarindan olugan kiimenin bir alt siniridar.
Bu durumda
g = tisek(A) B =sup(4) [ = supremum(A) (9.5)

simgelerinden birisini kullaniriz.

(X, X)) kismen siralanmig bir sistem olsun ve bir A C X alt kiimesi verilsin.
A kiimesinin birden ¢ok alt sinir1 ve birden ¢ok iist sinir1 var olabilir. Tabii, A
kiimesinin hi¢ alt sinir1 ya da hig iist sinir1 olmayabilir.

Benzer gekilde, A kiimesinin alt sinirlarimin en biiyiigii (inf) ya da tiat simir-
larinin en kii¢iigli (sup) olmayabilir. Ama varsa, bunlar ancak birer tanedir.
Bagka bir deyigle, inf(A) ve sup(A) 6gelerinin her ikisi de var olmayabilir, yal-
n1z birisi varolabilir ya da her ikisi de var olabilir. Varlik halinde bunlar birer
tanedir. Kolayca sezilebilecegi gibi, A kiimesinin bir alt sinir1, bir iist siniri,
inf(A) ve sup(A) 6geleri varsa A kiimesine ait olabilirler ya da olmayabilirler.
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9.2.2 Minimal ve Maksimal Ogeler

Tamim 9.2.4. (X, <)) kismen siralanmig bir sistem olsun ve bir A C X alt
kiimesi verilsin. A kiimesinin hi¢ bir 6gesi bir b € A 6gesinden biiyiik degilse;
yani

Va(lae ANb=<a)=a=1D (9.6)

ise, b 6gesine A kiimesinin maksimal (biiyikge) bir 6gesidir, denilir.
Benzer gekilde, A kiimesinin hig¢ bir 6gesi bir b € A 6gesinden kiiciik degilse;
yani

Va(a € ANa=3k)=a=k (9.7)

ise, k 6gesine A kiimesinin minimal (kiigik¢e) bir 6gesidir, denilir.

9.2.3 Maksimum ve Minimum

Tanmim 9.2.5. (X, <)) kismen siralanmig bir sistem olsun ve bir A C X alt
kiimesi verilsin. 8 = sup(A4) var ve § € A ise, § 6gesine A kiimesinin enbiyik
dgesi (maksimum,) diyecegiz.

Benzer gekilde, o = inf(A) var ve « € A ise, « 6gesine A kiimesinin enkii¢ik
ogesi (minimum) diyecegiz.

9.3 TAM SIRALAMA BAGINTISI

Tanim 9.3.1. Orgiin kismi siralama bagintisina, tam siralama bagintisi, denilir.

Anmimsanacag {izere, bagintinin 6rgiin olmas1 demek, kiimeye ait her 6ge ¢if-
tinin bagintinin grafiginde olmasi1 demektir. Bunu sira bagintisi i¢in diigiiniirsek,
her 6ge ¢ifti birbiriyle mukayese edilebilir demektir. Buna gore, bog olmayan bir
A kiimesi iizerinde taniml bir < bagntis1 yansimali, antisimetrik, gecigken ve
Orgiin ise, bir tam siralama bagintisidir. Bunu simgelerle ifade edelim:

Bos olmayan bir A kiimesi iizerinde tanimlh bir < bagintisi verilsin.

a. zeX = x==zx

b. (z,yeXNz#yrz 3y = -(y=uzx)

c. (,y,z€e XNz =2yAy=<z) = zx=xz

d. (zyeX) = (@=2y V)

ozeliklerine sahip < bagintis1 bir Tam Swralama Bagintisidir.

Tam Siralama Bagintisy, kiimeye ait her 6ge ciftini birbiriyle kargilagtirir;
yani, herhangi iki 6geden birisi biiyiik, 6tekisi kii¢iik olmak zorundadir.

Tam siralama bagintisina timel siralama, dogrusal siralama, lineer siralama
gibi adlar da verilir.
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9.4 1YI SIRALAMA

Tanim 9.4.1. (X, <)) kismen siralanmig bir sistem olsun. X kiimesinin bog
olmayan her A kiimesinin en kiiciik (minimum) 6gesi varsa X kiimesi iyi siralidir
ve (X, =)) iyl siralanmig bir sistemdir, denilir.

Kolayca sezilebildigi gibi, N dogal sayilar kiimesi iyi siralidir. Gergekte, iyi
sirali sistem, dogal sayilarin sira 6zeligine benzer 6zelige sahip olan sistemdir.

Uyar: 9.4.1. (X, <)) kismen siralanmig bir sistem olsun ve bir A C X alt
kiimesi verilsin. Agagidaki 6zeliklere dikkat edilmelidir.

1.

10.
11.

A kiimesinin alt ve dist simarlars A kiimesine ait olmayabilir. Gergekte,
cogu Ornekte boyledir.

. A kiimesinin minimal ve maksimal 6geleri var olmayabilir. Var olduk-

larinda bunlar A kiimesine ait olurlar.

A kiimesinin infimumu ve supremumu var olmayabilir. Var olduklarinda
A kiimesine ait olmayabilirler.

A kiimesinin maksimum ve minimum Ogeleri var olmayabilir. Var olduk-
larinda bunlar A kiimesine ait olurlar.

A kiimesinin maksimum 0Ogesi varsa supremuma esittir. Maksimum ol-
madigr halde supremum olabilir.

A kiimesinin minimum Ogesi varsa infimuma egittir. Minimum olmadig:
halde infimum olabilir.

A kiimesinin alt sinir , iist sinir , minimal ve maksimal 6geleri hi¢ olmaya-
bilecegi gibi birden ¢ok (bazan sonsuz sayida) olabilirler.

A kiimesinin inf ;| sup, minimum ve maksimum 6geleri hi¢ olmayabilir;
ama var iseler tek olurlar.

X, X)) tam sirali ise A kiimesinin minimal 6gesi ile minimumu aynidir.
X, <)) tam sirali ise A kiimesinin maksimal 6gesi ile maksimumu aymdur.
X

, X)) iyi siral ise A kiimesinin minimal 6gesi, minimumu ve infimumu
akigir ve daima vardir.

(
(
(
G

Ornekler

1.

A=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9} kilmesinde taniml

= = {lwylz<y}

bagmntisinin bir tam siralama bagintisi oldugunu gosteriniz.
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(oziim: =< bagmtisinin yansimali, antisimetrik, gegigken ve 6rgiin oldugunu
gostermeliyiz. Bunlar, < bagmtisinin gergek sayilar kiimesi iizerindeki
ozeliklerden cgikar. Zaten, = bagmntisi, sayilardaki < bagintisimin soyut
kiimelere genigletilmesinden bagka bir gey degildir. Dolayisiyla, 6zel olarak,
sayillara uygulandiginda < bagintisina denk olur. Bunu agagidaki gerek-
tirmelerden kolayca gorebiliriz.

re A

(x=2x)V(zr<uz)

A IA
8 8

T
T

R R R

< yansimaldar.

(z>y)
(y £ x)
yAw

= antisimetriktir.

(x,y € A)A(xz#y) Az <y)

Ll

(zy,z€ AN@E<yAN(y<z) = (<2)
= (=2
= =X gegigkendir.
zyeAd = (z<y)VE@=y)Vie>y)
= (@<y)V(z=y)
= (z<y)V(y <)
= (z=2y) V(=)
= = orgindir.

2. A ={1,2,3} kiimesi {izerinde tamml,

B = {(17 1)7 (27 2)7 (3’ 3)7 (17 2)’ (17 3)7 (27 3)}

bagintisinin bir tam siralama bagintis1 oldugunu gosteriniz ve grafigini
¢iziniz.
Céziim:
(a) B bagmtisi, kogegeni icerdigi icin
yansimalidir.
(b) Kosegen diginda, kdgegene gore
simetrik olan noktalar icermedi-
ginden, antisimetriktir.
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(c) z,y,2 € B ise,
(z,y) € B) A ((y,2) € B) = (z,2) € B

oldugunu, her bir 6ge cifti i¢in tek tek gorebiliriz.
(d) Kiimeye ait her 6ge ¢ifti mukayese edilebilmektedir.

O halde, $ bir tam siralama bagintisidir. Bagintinin grafigi yukarida ¢izilmigtir.

Siralama bagintilarinin grafiklerinin, kdgegenin yalniz bir tarafinda kaldigina
dikkat ediniz.

B ={(a,a),(b,b),(c,c), (a,b),(a,c), (b,c)}
bagintisinin tiiriini sdyleyiniz. Grafigini ¢iziniz. ¢ézim: Bagmti A— { ab,c }
kiimesi iizerinde tanimhidir. Yan-
stmali, antisimetrik, gecigsken ve
orgiin oldugu kolayca goriiliir.
O halde, 8 bagmtisi bir tam
siralama bagintisidir.

. Sozliik Siralamasi

Bilgisayarlarin, ¢ok biiyiik verileri biiyiik bir hizla ve dogru olarak sira-
ladigini biliyorsunuz. Bilgisayarlar, siralama iglemini yaparken, yukarida
sOyledigimiz kurallara uyan programlar: kullanir. Bilgisayarla bir sozliik-
teki sozciikleri siralamak istiyoruz. Programcinin kullanacag mantiksal
kurali, matematiksel simgelerle ifade ediniz.

Bagka bir deyisle, bir sozliikte, sozciiklerinden hangisinin 6nce gelecegini
belirleyen kurali matematiksel simgelerle yaziniz.

Coziim: Alfabemizdeki harflerin
A<a<B<b<C=<¢,<D<d=<-- <Y <y<7Z=<z

bi¢iminde siralandigini biliyoruz. Tki sézciigiin siras1 goyle belirlenir.

Alfabe siralamasina gore,

(a) Once, birinci harflere bakihr. Birinci harfi, 5nce gelen sozciik éndedir.

(b) Birinci harfleri esitse, ikinci harflere bakihr. Tkinci harfi énce gelen
sozciik ondedir.

(¢) Birinci ve ikinci harfleri kargilikli esitse, ficiincii harflere bakilir. Uciincii
harfi, 6nce gelen sozciik 6ndedir.

(d) Birinci, ikinci ve {igiincti harfleri kargilikli egitse, dérdiincii harflere
bakilir. Dérdiincii harfi, 6nce gelen sozciik 6ndedir.

(e) Esit olmayan harfler ortaya ¢ikana kadar, benzer igleme devam edilir.

(f) Birisinin harf sayis1 bitene kadar, harflerin egitligi devam ederse, harf
sayist daha az olan s6zciik 6ndedir.
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Ornegin, "karakis" ve "kardes" sozciiklerini diigiinelim. Tlk iic harfleri egit
oldugundan, dordiincii harflere bakilir.

a < d = karakis < kardes

olacaktir.

Simdi, bunu bir kural olarak, matematiksel sembollerle yazalim.

Xy &

9.5 ALISTIRMALAR
1. A={3,5,6,10,12} kiimesi iizerinde taniml,
B =A1(3,3),(3,6),(3,12),(5,5), (5,10), (6,6), (6,12), (10, 10)}
bagntis,

(a) denklik bagimntist midir?
(b) kismi siralama bagintist midir?

(c) bir tam siralama bagintist midir?
Nedenleriyle agiklayiniz.
2. B=1{3,5,6,7,8,12} kiimesi iizerinde tamumh 8 = {(z,y)|z < y} bagntis,
(a) denklik bagintist midir?

(b) kismi siralama bagintisi midir?

(c) tam siralama bagintis1 midir?
Nedenleriyle aciklayiniz.
3. C=1{1,3,5,7,9,11,13,15} kiimesi iizerinde 8 = {(z,y) | z|y } bagmtisi,
(a) denklik bagintist midir?

(b) kismi siralama bagintist midir?

(¢) bir tam siralama bagmtist midir?
Nedenleriyle aciklayiniz.

4. A={0,1,2,4,6} kiimesinde tammh agagidaki bagintilarin tiirlerini belir-
tiniz.
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(a) A1 ={(0,0),(1,1),(2,2),(4,4),(6,6),(2,4)}
(b) B2 ={(0,0),(1,1),(2,2), (4,4),(2,6),(6,4)}
(€) B3 ={(1,1),(2,2),(4,4),(6,6), (4,6), (6,4)}
(d) Ba={(0,0),(1,1),(2,2),(4,4),(6,6)}
5. D ={2,4,12,24} kiimesi iizerinde 8 = {(z,y) | z|y } bagmtisi,

(a) denklik bagintisi midir?
(b) kismi siralama bagintisi midir?

(c) bir tam siralama bagmtist midir?
Nedenleriyle agiklayiniz.

6. Uzerinde uzunluk tamml bir kiime iizerinde "daha kisa degildir” bagmn-
tisinin, bir tam siralama bagintis1 oldugunu gosteriniz.( Yol Gosterme:
Kiime iizerinde, "z > y < x, y den kisa degildir" bagintisin1 tanimlayiniz.

7. Bir kentte yagayan insanlar kiimesi {izerinde,
B ={(z,y) | =, y nin ablasidir}

bagintisi,

(a) denklik bagintist midir?
(b) kismi siralama bagintisi midir?

(c) bir tam siralama bagmtist midir?
Nedenleriyle agiklayiniz.
8. A = {1,2,3,5,7} kiimesinde tammh S = {(z,y) : = | y} bagmtisinin
tiiriinii belirtiniz.
9. Bir A kiimesi iizerinde tamimh bir 8 bagntisi veriliyor.

(a) B bir kismi siralama bagitisi ise 37! de bir kismi siralama bagintisi
olur mu? Neden?

(b) B bir tam siralama bagintisi ise 37! de bir tam siralama bagmtisi
olur mu? Neden?

10. A min bir has alt kiimesinde tanimli bir tam siralama bagintisi, A iizerinde
de bir tam siralama bagintist olur mu? Neden?

11. Bir kiime iizerinde taniml iki kismi siralama bagintisinin arakesiti de bir
kismi siralama bagitist midir? Neden?



