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Bolum 1

Gruplar Teorisi

Tanim 1.1 G bog olmayan bir kiime ve - da G lizerinde tanimli bir ikili iglem olsun. Eger agagidaki

sartlar saglaniyorsa (G, -) sistemine bir grup denir.

(i) Her a,b € G i¢in a - b € G dir. (Kapalilik 6zelligi)
(ii) Her a,b,c € G igin (a-b) -c=a- (b- ¢) dir. (Birlesme ozelligi)
(iii) Her a € G igin a - e = e - a = a olacak sekilde bir e € G vardir. (Birim eleman 6zelligi)

(iv) Her a € G igin a - b = b - a = e olacak sekilde bir b € G vardir. (Ters eleman 6zelligi.)

Burada (iii)’deki e elemanina grubun birim (etkisiz) elemans denir. Ayrica (iv)’deki b elemanina a

mmn tersi denir ve b = o' ile gosterilir. Bu 4 sarta ilaveten eger
(v) Her a,b € Gigin a-b=10"a ise (Degigme zelligi)

bu gruba Abelyen' (degismeli) grup denir.

Not 1.2 Bu tanimda kullanilan notasyona ¢arpimsal notasyon ve - iglemine grup ¢arpmast denir.
Bu yiizden a - b ifadesi “a carp1 b’ geklinde okunur. Bir de, genelde abelyen gruplar icin kullanilan,

toplamsal notasyon vardir. Bu notasyonda a - b yerine a + b ve a~! yerine de —a yazilir.

Ornek 1.3 (Z,+),(Q, +), (R, 4) birer abelyen gruptur. Ayrica (Q\{0},-),(R\{0},-),(C\{0},")
birer abelyen gruptur. (Z,-) bir grup degildir, ¢iinkii 27! ¢ Z.

Ornek 1.4 A = {1,-1,7,—i} kiimesi kompleks sayilardaki bilinen ¢arpma iglemi ile bir gruptur.

'Norvecli matematikci Niels Henrik Abel (1802-1829).
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Tablodan goriildiigii gibi kapalilik 6zelligi vardir. Birlesme 6zelligi kompleks sayilarin genelinde vardir.

Birim eleman 1 dir. Ayrica 17! = 1,(=1)"! = —1,i7! = —i ve (—i)~! = i olup her elemanin tersi

vardir. Yani (A4, -) bir gruptur.

Ornek 1.5 GL,(R) ile n x n boyutunda ve tersi olan gercel haneli matrislerin kiimesini gosterelim.
Bu kiime bilinen matris ¢carpimi ile bir gruptur. Bu gruba n-inct dereceden genel lineer grup denir.
Benzer gekilde GL,(Q), GL,(C) tanimlanir.

Tanim 1.6 M # () bir kiime olsun. M den M ye birebir ve oérten bir dontigiime M nin bir permdii-

tasyonu denir. M nin biitiin permiitasyonlarinin kiimesi P(M) ile gosterilir.

Ornek 1.7 M # () olsun. P(M) kiimesi bilinen fonksiyon bilegkesi iglemi bir gruptur.

(i) f,g € P(M) olsun. Birebir ve orten iki doniigiimiin bilegkesi birebir ve érten olup fog € P(M).
(ii) f,g,h € P(M) ise fo(goh)=(fog)oh dir.

(iii) I : M — M birim doniigimii P(M) in birim elemanmdir: fol =1o f = f.

(iv) f € P(M) ise f birebir ve érten olup f~! vardir ve 1-1 ve drtendir. fo f~' = f~lof=1.

Temel Ozellikler

Teorem 1.8 (G, ) herhangibir grup olsun.
(i) G nin birim elemam yegéanedir.
(ii) Her elemanin tersi tektir.
(iii) Her a € G igin (a™1)™! = a dir.
(iv) Her a,b € G igin (a-b)"t =b"1.a ! dir.
Ispat (i): e ve f,G nin iki birim elemani olsun. e birim eleman oldugu icin e - f = f dir. Ayrica f
birim eleman oldugundan e - f = e olup e = f oldugu goriiliir.
Ispat (ii): @ € G olsun. b ve ¢ de a nin tersleri olsun. Yania-b=b-a=evea-c=c-a = e dir. O
zaman
b=b-e=b-(a-c)=(b-a)-c=e-c=c

olup b = c oldugu gériiliir.

-1

Ispat (iii): z = a~ ',y = a diyelim. 2 -y =y - & = e olup 7! = y olur. Yani (a~!)~! = a elde edilir.
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Ispat (iv):

olup (a-b)"!' =b"1.a"! elde edilir. O

Not 1.9 Teoremde (iii) ve (iv) de ifade edilen &zellikler toplamsal notasyonda sirasiyla —(—a) = a

ve —(a+b) = (—b) + (—a) seklini alir.

Not 1.10 Bundan sonra grup iglemi séylenmemisgse - kabul edilecek ve grup iglemi - ise kisalik agisindan

a - b yerine ab yazilacaktir.

Lemma 1.11 G bir grup a,b € G olsun. G de ax = b ve ya = b denklemini saglayan sadece bir tane
x ve y vardir. Ayrica

ab=ac=b=c ve ba=ca=b=c
dir; yani soldan ve sagdan kisaltma kurallar: vardir.
ispat:
ab = ac = a"(ab) = a Y(ac) = (a"ta)b = (a la)ce = b =,
ba = ca = (ba)a™ ' = (ca)a™ = blaa™') = claa™) = b=c
olup soldan ve sagdan kisaltma kurali vardir. Simdi, az = b denkleminin bir ¢oziimii 1 = o~ 'b dir

¢linkii :
a(a™'b) = (aa')b = eb = b.
Bu denklemin bagka bir ¢éziimii zo olsun. O halde axzy = b dir. O zaman axq; = axo, soldan kisaltma

kurali geregince 1 = x5 elde edilir. Benzer gekilde ya = b denkleminin ¢6ziimii de tektir. O

Not 1.12 Bu Lemma’nin bir sonucu olarak, grup tablosunda bir elemanin bir satirda veya bir siitunda

sadece bir defa yer alacagim séyleyebiliriz. (Neden?)

Tanim 1.13 Bir G grubunun elemanlarinin sayisina G nin mertebest denir ve |G| ile gosterilir.
Ornek 1.14 M = {a,b,c} olsun. P(M)’in bilegke islemi ile bir grup oldugunu biliyoruz. Bu gruba
S3 diyelim. |S3| = 6 dir. S5 iin elemanlar::

a—a a—a a—b a—b a—c a—c
fir:b—b, fo:b—c, f3:b—a, fr1:b—c, fs5:b—a, feo: b—b .

c—c c—b c—>c c—a c—b c—a

Bu grupta f ile g nin ¢arpimini (yani bilegkesini) f - g seklinde gosterelim. Dikkat edilirse f-g=go f
seklinde yazilmalidir (Neden?). Buna gore grubun ¢arpim tablosu agagidaki gibidir.

3
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fi fo fs fa f5 Jo
ol o fs fo fs fe
folfa i o f3 f6o [5
fs|fs fs fi fo fo Ja
falfa fo fo 5 fi f3
Is|fs f3 fo [1 Ja [2
fe|fo fo f5 fo [f3 fi

Ss3 grubu degismeli degildir, ciinkii fo f3 = f4 fakat fsfo = fs.

Tanim 1.15 G bir grup olsun. a € G olsun.

(i) a® = e olarak tanimlanir.

(iil)1<neNinad"=ga-a

)

n—tane

(iii) 1 < n € Nigin a ™™ = (a= )"

olarak tanimlanir.

Not 1.16 Toplamsal notasyonda ayni tamimlar, sirasiyla, 0 e = 0, n-a = a+a+ -+ a ve

(—n)-a = (—a) + (—a) +---

Teorem 1.17 G bir grup ve a,b € G ve n,m € N olsun.

+ (—a) seklinde yazilabilir.

(i) a"a™ = a™*t™ dir. (n,m € Z igin de dogrudur.)

(ii) (a™)™ = a™™ dir. (n,m € Z icin de dogrudur.)

(iii) ab = ba ise (ab)™ = a™b"

Ispat (i): a"a” =(a-a----a)la-a----a)=g-a----a=a""m.

n—tane

m—tane

n+m—tane

Ispat (ii): (a®)" =g"a"...d" =a-a...q = a""

m—tane nm—tane
Ispat (iii): ab = ba ise (ab)" = (ab)(ab) ... (ab) = (w)(bi,_l;) = (a")(d™).
n—tane n—tane n—tane
Not 1.18 n,m nin tamsay1 olmasi durumundaki ispatlar yapilabilir. Mesela, n = —2,m = 3 ise:
(@ 2P =a2a 22 =atata ta ta ta ! = (a1) = (@) = a~S.

Tanim 1.19 G bir grup, a € G olsun. a” = e olacak gekilde bir en kiigiik pozitif n dogal sayis1 varsa

bu sayiya a nin derecesi denir ve |a| ile gosterilir. Boyle bir n sayis1 yoksa |a| = oo yazilir.

Ornek 1.20 S3 grubunu ele alahm. Bu grubun birim elemam f; dir. Her grupta birim elemanin
derecesi 1 dir. (f2)* = f1 dir fakat fo nin derecesi 4 degildir, ciinkii (f2)? = f1 olup |f2| = 2 dir.

|fil =1 ve | f4] = 3 diir.
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Ornek 1.21 (Z,+) grubunu ele alalm. 3 iin derecesi sonsuzdur, ciinkii n-3 = 0 olacak sekilde n € Nt

yoktur. Bu grupta |0] = 1 dir ve diger elemanlarin derecesi sonsuzdur.

Tanim 1.22 G bir grup, a € G olsun. (a) = {a" : n € Z} kiimesine a tarafindan tretilen (dogu-
rulan) grup denir. (Toplamsal notasyonda (a) = {na:n € Z}). a elemamina (a) grubunun dretici

elemant denir. Eger G = (a) olacak sekilde bir a € G elemam varsa G ye devirli grup denir.
Not 1.23 Bir grupta |a| = oo ise
(a) = {...,a_g,a_Q,a_l,e,a,az,aS,...}.
Eger |a] = n sonlu ise a nin negatif bir kuvveti pozitif bir kuvvetine esit olacagindan
(a) = {e,a,aQ,...,a”_l }
yazilabilir.
Ornek 1.24 A= {1,-1,i,—i} grubunu ele alahm.
=141}y, OH={L-1}, @={1-Li-i}, (=9)={1-1i-i}
olup A grubu devirlidir ¢linkii ¢ ve —i tarafindan iiretilmigtir. Yani A = (i) = (—i).

Ornek 1.25 (Z,+) grubunda (5) = {5n:nc Z} ={...,—-10,-5,0,5,10,...} = 5Z dir. Z devirlidir,
ciinkii (—1) = (1) = Z dir.

Sonug 1.26 Bir G sonlu grubunun devirli olmas: igin gerek ve yeter sart |G| = |a| olacak gekilde en

az bir a € G elemaninin olmasidir.

Teorem 1.27 (B6lme Algoritmasi) a ve b iki tamsay1, b # 0 olsun. Bu iki say1 ¢ifti igin
a=bqg+r, 0<r<|b

sartin1 saglayan sadece bir tane ¢, r say1 ¢ifti vardir.

Teorem 1.28 G bir grup a € G ve |a| = n olsun. p,q € Z olsun.
(a) n < oo ise, a? = a? olmasi igin gerek ve yeter sart p = ¢ (mod n) olmasidir.

(b) n = o0 ise, a? = a? olmasi i¢in gerek ve yeter sart p = ¢ olmasidir.
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ispat (a): p— q € Z olup, Bélme Algoritmasi geregince, p — ¢ ve n say1 ¢ifti icin p — g = nk1 + ko,
0 < ko < n olacak sekilde kq, ko € Z vardir.

a? =gl = aP 9=e¢
— gtk — o
= (a”)klak2 =e
— a2 =

olup ko < n ve |a| = n oldugundan bu durum sadece ko = 0 olmasiyla miimkiindiir. O halde p — ¢ =

nkiy = p=q (mod n). (p =¢q (mod n) = a? = a? oldugunu gostermek kolaydir.)

Ispat (b): p > ¢ olsun. |a| = oo oldugundan her 1 < k € N icin ¥ # e dir. a? = a? = a?~7 = e dir.
p—q € Nolup p — ¢ = 0 olmahdir. Yani p = ¢ dur. (p = ¢ = af = a? oldugu agiktir.) d

Not 1.29 |a| = n < oo olsun.
Bir k € Z igin of = e < nlk.

Teorem 1.30 G = (a) ve |a| = oo olsun. G grubu sadece a ve a~! tarafindan firetilir.

ispat: Bir b € G eleman1 GG nin iiretici elemani olsun.

olup bir m € Z i¢in b = a™ olmalidir. Ayrica, b bir iiretici eleman oldugundan her n € Z i¢in a™ = b*
olacak gekilde bir « € Z vardir. Simdi, a” = a"* = n = max olup n = mz denkleminin her n € Z igin

¢oziimiiniin olmasi m = F1 olmasiyla miimkiindiir. O halde b = a veya b = a~! dir. O

Teorem 1.31 G sonlu bir grup ve |G| = m olsun. G nin devirli bir grup olmasi icin gerek ve yeter

sart GG nin abelyen olmasi ve 2™ = e denkleminin en fazla m tane ¢dziimiiniin olmasidir.

Carpimsal Notasyon

Toplamsal Notasyon

a - b veya ab

a+b

na=a+a+---+a

n
aiag...Aap = Hai
i=1

n
a1+a2+-~+an:Zai
i=1

a min tersi a1

a nin tersi —a

(a) ={a":nel}

(a) ={na:neZ}

Sekil 1.1: Carpimsal ve Toplamsal Notasyonlar
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ALISTIRMALAR

x
1. Q" pozitif rasyonel sayilar kiimesi iizerinde z xy = Ey islemi tamimlaniyor. (Q1, %) bir gruptur,

gosterin.

2. n € N olmak iizere G = {nk : k € Z } kiimesi bilinen toplama iglemine gore abelyen bir gruptur,

gosterin.

3. A={a,b,c},B={bc},C={b}olsun. G = {0, A, B,C} alahm. (G,N) ve (G, V) sistemlerinin

birer grup olup olmadigini inceleyin.

a b
4. M?*2 = { [ d] ta,b,c,d e R} kiimesi matris toplami ile bir gruptur. Gésterin.
c

5. G = R\ {—1} kiimesinde axb = ab+ a+b iglemi tamimlanmyor. (G, *) n bir grup oldugunu gosterip

2% x % 3 = 5 denkleminin ¢oziimiinii bulunuz.

6. G = Z x Z kiimesi iizerinde (a,b) o (¢,d) = (a + ¢, (=1)°b + d) islemi tammlamyor. (G, o) bir grup

olur mu? Abelyen grup olur mu?

7.Z¢ ={0,1,2,3,4,5} kiimesi modiilo 6 toplama iglemine gére bir gruptur. Zg devirli midir? Uretici

elemanlarini bulunuz.

8. (Q,+) nmn devirli olmadigim gosteriniz.

9. (Z,+) grubunda 6 elemaninin iirettigi grubu bulunuz.

10. (Q\{0},-) grubunda % elemaninn iirettigi grubu bulunuz.

1

11. G bir grup, « € G olsun. 2" = e olacak gekilde bir 1 < n sayis1 varsa 7 = 2™ olacak gekilde bir

1 < m sayis1 vardir. Gosterin.

12. G sonlu bir grup ise her z € GG igin z™ = e olacak gekilde bir n pozitif sayis1 vardir. Gosterin.
13. Bir G grubunda her a,b € G icin (ab)? = a?b? ise G nin abelyen oldugunu gosterin.

14. G bir grup olsun. G de a,a™! ve bab~! elemanlarinin derecelerinin ayni oldugunu gosteriniz.

15. G mertebesi cift olan bir grup olsun. G de a? = e olacak sekilde e’den farkli bir a elemaninin

oldugunu gosteriniz.

16. Bir G grubunda her x € G icin 22 = e ise bu grubun abelyen oldugunu gosterin.

1

17. G bir grup olsun. a,b € G i¢in 7 ax = b olacak gekilde bir z € G varsa «a ile b elemanlarina

eglentktir denir. “Eglenik” olma bagintisinin bir denklik bagintis1 oldugunu gosteriniz.

7



Bolum 2

Altgruplar, Kosetler ve Lagrange Teoremi

Tanim 2.1 G bir grup ve H de G nin bog olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger H kiimesi G de

tamimlanan grup iglemi ile bir grup oluyorsa H ye G nin bir altgrubu denir ve H < G yazilir.

Ornek 2.2 A = {1,-1,4,—i} grubunda B = {1,—1} olsun. B kiimesi kapalidir, birlesme 6zelligi
vardir, e = 1 € B dir ve 17! = 1,(—1)"! = —1 olup her elemanin tersi yine B dedir. O halde B < A

yazilabilir.

Ornek 2.3 (Q\ {0},-) grubu (R\ {0},-) grubunun altgrubudur.

Ornek 2.4 m € Z olsun. (mZ,+) grubu (Z, +) grubunun altgrubudur.

Ornek 2.5 (Z,+) grubunda tek tamsayilar kiimesi bir altgrup degildir, ¢iinkii 3 + 5 = 8 cifttir.

Tanim 2.6 Bir G grubunda {e} ve G kiimeleri her zaman bir altgruptur. Bu altgruplara trivial

(asikar) altgruplar denir.

Not 2.7 Degigmeli bir grubun biitiin altgruplar: degismelidir. Degigmeli olmayan bir grubun degigmeli

olan bir altgrubu olabilir.

Teorem 2.8 G bir grup () # U C G olsun.
(a) U nun altgrup olmasi icin gerek ve yeter sart her a,b € U icin ab~! € U olmasidir.
(b) U sonlu ise, U nun altgrup olmasi icin gerek ve yeter gart her a,b € U i¢in ab € U olmasidir.

Ispat (a): U bir altgrup olsun. a,b € U olsun. b~! € U dur, ¢iinkii U bir gruptur. U kapali oldugundan
ab~! € U dur. Simdi U nun bog olmayan bir alt kiime oldugunu ve her a,b € U icin ab~! € U oldugunu
kabul edelim. b = a secersek aa™! = e € U elde edilir. Simdi de a = e secersek her b € U icin b= € U

15
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elde edilir. a,b € U olsun. b= € U olup a(b~!)"! = ab € U elde edilir, yani U kapalidir. Birlesme
ozelligi G de oldugundan U’da da vardir. Sonug olarak U bir altgruptur.

Ispat (b): U bir altgrup olsun. U kapali oldugundan her a,b € U i¢in ab € U oldugu kolayca goriiliir.
Simdi U nun bog olmayan kapali bir kiime oldugunu kabul edelim. G’de birlegme &zelligi oldugundan

U da birlesmelidir. U = { ay, ag, ..., a, } alahm. a; € U olsun. Simdi
a10k, 20k, . . ., Apag

elemanlarim diiglinelim. U kapali oldugundan bu elemanlarin hepsi U nun elemanlaridir. Bu elemanlarin
hepsi birbirinden farkhdir. Ciinkii eger bir ¢ # j icin a;ar = ajay olsaydi sagdan kisaltma kural
geregince a; = a; olurdu. ¢ # j olup bu miimkiin degildir. O halde U = {a1ay, asax, ..., anay } dir.
ar, € U olup en az bir 1 <7 < n icin ap = a;a; olmalidir. Yani a; = e olur ve e € U dur. Simdi de, en
az bir 1 < j < nicin a; = ajag olmahdir. O zaman (ap)~' = a; bulunur. k nin secimi keyfi oldugundan

U daki her elemanin tersi vardir. Yani U bir altgruptur. g

Not 2.9 Bir G grubunda sonsuz elemanl bir U alt kiimesinin kapali olmas: altgrup olmasi i¢in yeterli
degildir. Mesela G = (R\ {0},-) grubunda U = {1,2,3,...} kiimesi kapalidir fakat bir altgrup
degildir.

Ornek 2.10 G = GLy(R),2 x 2 tipinde tersi olan reel matrislerin grubu olsun.

a O
o= ([t 7 avo)

0
d] € H alalim. O zaman ab # 0, cd # 0 dir.

0
. |t . la 0] ]2 0 a0
Y =]|°¢ olup XY " = =|° .
0 3 0 b0 % 0 b
1 o ab ab . .
XY~ € H dir ¢iinkii ab # 0, cd # 0 olup 1= # 0 dir. Teorem 2.8 geregince H < GLo(R) dir.
c ¢

Teorem 2.11 Bir G grubunun sonlu sayidaki altgruplarinin kesigimi de G nin bir altgrubudur.
ispat: Hi, H,, ..., H,,G nin altgruplar olsun.

H=HnNnHyNn---NH,

I
D
=

olsun.
a,b€ H=—= her1<i<nicna,béeH,
— her1<i<nicinab '€ H; (Cinki H; <G)

—ab e HNHyN---NH,=H

16
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olup Teorem 2.8 geregince H bir altgruptur. g

Not 2.12 Altgruplarm birlesimi altgrup olmayabilir. Ornegin, (Z,+) grubunda 27 ve 3Z altgrup-
lariin birlegimi altgrup degildir, ¢iinkii 2,3 € 2Z U 3Z olup 2 + 3 = 5 ¢ 27 U 37Z dir. (Yani kapalilik
ozelligi yoktur.)

Tanim 2.13 G bir grup, H ve K da G’nin bos olmayan iki alt kiimesi olsun.

(i) HK = {hk:h € H,k € K } kiimesine H ile K nin ¢arpwvms denir. Toplamsal notasyonda ise,
H+K={h+k:heH,ke K} kiimesine H ile K nin toplams denir. Eger H = {a } bir elemanh

kiime ise { a } K yerine kisaca aK, benzer gekilde K {a } yerine kisaca Ka yazilir.
(if) H' = {h™': h € H } kiimesine H nin ters kimes: denir.

Lemma 2.14 G bir grup A,B,C, D C G olsun. Bu kiimeler iizerinde tanimlanan carpma iglemi

agagidaki ozelliklere sahiptir:

(i) A(BC) = (AB)C

(ii) (AB)"' =B 14!

(iii) {e} C AA~! dir. Eger A bir elemanl ise AA™! = {e}.
(iv) ACBveC C Dise AC C BD.

(v) ACBise A7t C B L,

ispat: Alistirma olarak birakiyoruz.

Sonug 2.15 Bir GG grubunun bog olmayan bir U alt kiimesinin bir altgrup olmasi icin gerek ve yeter

sart UU ! C U olmasidir. (Eger U sonlu ise bu sart UU C U seklini alr.)
ispat: UU'CU < Va,bcU,ab~! € U oldugu aciktir. Bu da Teorem 2.8’in sartidir. ]

Tanim 2.16 G bir grup, ) # K C G olsun. G nin K y1 igeren biitlin altgruplarimin ara kesitine

K tarafindan dretilen altgrup denir ve (K) ile gosterilir. Yani
(K) :ﬂ{H;H< G, K C H}

Tanimdan anlagildig1 gibi, (K) altgrubu K'yi iceren en kiigiik altgruptur. Eger (K) = G ise bu durumda

K’ya G'nin tiretici kiimesi veya doguray kiimesi denir.

Lemma 2.17 G bir grup, ) # K C G olsun. (K) altgrubu K daki elemanlarin kuvvetlerinin biitiin

muhtemel carpimlarindan olugan kiimedir; yani
(K) = {ki"™ ko ... k™t ky € K,m; € Z,n €N}

17



Boliim 2. Altgruplar, Kosetler ve Lagrange Teoremi

Ispat: U = {k{™ ko™ .. k™ : ks € K,m; € Z,n € N} olsun. K y1 iceren her H altgrubu K daki
elemanlarin ¢arpimlarin da icermelidir. (K) ise bu altgruplarin kesisimi oldugundan (K) C U olur. K
daki elemanlarin bir takim ¢arpimlart K y1 igeren her altgrubun eleman: olacagindan U C (K) olur.
Yani U = (K) dir. O

Not 2.18 Eger K = {a} bir elemanl ise (K) = ({a}) = (a) = {a" :n € Z} olup bu tamm “bir
eleman tarafindan iiretilen altgrup” tanimi ile ayni olur. K = { ki, ko, ..., k, } ise ({ k1, ko, ... kn})

yerine kisaca (ki, ko, ..., ky) yazilabilir.

Ornek 2.19 S; grubunda K = { f3, f4 } tarafindan iiretilen altgrubu bulalim. (f3)% = f1, (f4)?> = fs
dir. Ayrica fsfs = fo ve fafs = fo olup f3 ve f4 kullanilarak S3 deki biitiin elemanlar elde edilebilir.
Yani (f3, f4) = Ss olup { f3, f1 } kiimesi S3 igin bir doguray kiimesidir.

Teorem 2.20 Bir devirli grubun her altgrubu devirlidir. G = (a) mertebesi n olan bir devirli grup
ise, n yi bélen her m pozitif tam sayisi icin mertebesi m olan sadece bir altgrup vardir ve bu altgrup
<a”/ m> dir.

Ornek 2.21 G = (a) mertebesi 24 olan bir devirli grup olsun. Yani G = {e,a,az,...,azg } 24
sayisinin bélenleri 1,2,3,4,6,8,12,24 diir. Buna gére GG nin n-elemanh altgrubunu C,, ile gosterirsek bu

altgruplar sunlardir:

Ha={ha:heH} ve aH={ah:hecH}

kiimelerine sirasiyla H nin G deki sag ve sol kosetleri denir. Koset kelimesi yerine yansinif veya

eskiime terimleri de kullanilmaktadir.
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Ornek 2.23 S; grubunda H = (f5) = { f1, fo } alalim. H nin sag kosetlerini bulalim.

Hfi={fifi.fofi}={f,f2}
Hfs={fifo, fof2} ={f2, f1}
Hfs={fifs, fofs}={fs,fa}
Hfys={fifs, fofa} ={ /s, f5}
Hfs={fifs, fofs} ={fs,f6 }
Hfs={fife, fafe} =1{f6,f5}

Burada 3 tane farkh sag koset vardir. Sag kosetlerin herbirinde ayni sayida eleman olup bu sag kosetler
ayriktirlar. Bunun bir tesadiif olmadigini gdsterecegiz. Aslinda sag kosetlerin bir denklik bagintisinin
belirledigi denklik simiflar1 oldugunu (dolayisiyla ayrik oldugunu) ve iki sag kosette ayni sayida eleman

olmasi gerektigini gosterecegiz.

Tanim 2.24 G bir grup, H < G olsun. Eger a,b € G icin ab~! € H ise a elemans b’ye modiilo H
esdegerdir denir ve a = b (mod H) yazilir.

Teorem 2.25 Tamim 2.24'de verilen = (mod H) bagintisi bir denklik bagintisidir.
Ispat: Her a € Gicinaa ' =ee Holupa=a (mod H) dir. Yani bagint1 yansiyandir.

a =b (mod H) yani ab~! € H olsun. H bir altgrup oldugundan (ab=!)~! = ba=! € H dir. O halde
b=a (mod H) olup bagint1 simetriktir.

a=b (mod H) ve b = ¢ (mod H) olsun. Yani ab~! € H ve be™! € H dir. O zaman (ab~!)(bc™!) =
ac™! € H olur. Buradan a = ¢ (mod H) olup bagmti geciskendir. O

Teorem 2.26 G bir grup H < G olsun. Her a € G igin Ha ={z € G:a =2 (mod H) } dir.

Ispat: A = {z € G:a=2 (mod H)} diyelim. Ha = A oldugunu gosterecegiz. Once Ha C A
oldugunu gosterelim. h € H olmak iizere ha € Ha alahm. h=! € H olup,

hlt=eht'=aa'ht=a(ha) ' cH

olup a = ha (mod H) olur. A’'nin tamimindan ha € A olur. Yani Ha C A dir.
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Simdi A C Ha oldugunu gosterelim.

r€A=a=z (mod H)
—ar 'ecH
— H bir altgrup oldugundan (az™')"' =za™' € H
— 3JheHazxal=h

= x=ha € Ha
olup A C Ha oldugu goriiliir. Sonug olarak A = Ha elde edilir. O

Sonug 2.27 Hao=H <= a € H. Ayrica Hao = Hb < ab~ ' € H.

ispat: Ha = H — 3hy,hy € H hja = hy — a = hiy‘hy € H. Simdi @ € H kabul edelim.
ha € Ho => h,a € H olup ha € H dir. h € H = h = ha"'a € Ha dir, c¢iinkii ha~! € H dir. Sonuc
olarak Ha = H <= a € H elde edilir. Simdi

Ha=Hb < Hab '=H < ab ' e H.
bulunur. O

Not 2.28 Ha sag kosetindeki elemanlarin a’ya modilo H esdeger olan elemanlar oldugunu gosterdik.
Eger “a = b (mod H)” olmanin tanimi a~'b € H seklinde verilseydi a’ya modiilo H egdeger olan

elemanlarim kiimesi aH sol koseti olurdu. (Gosteriniz.)

Teorem 2.29 G bir grup, H < G olsun. H nin iki sag (sol) koseti arasinda birebir bir iligki vardir.

ispat: Ispati sag koset icin yapacagiz. a,b € G ve Ha ve Hb de H’nin iki sag koseti olsun. f : Ha —
Hb déniigtimii f(ha) = hb gseklinde tanimlansin.

f(hla) = f(hga) — hlb = hgb — hl = hg — hla = hQCL
olup f birebirdir. Simdi, hb € Hb verilsin. x = ha secilirse f(x) = f(ha) = hb olup f ortendir. O

Sonug 2.30 Iki sag (sol) koset ayni sayida elemana sahiptir. H = He olup H ile sag (sol) kosetlerin
eleman sayilart aynidir. Ayni1 zamanda iki sag koset ya aymdir ya da ayriktir, yani Ha = Hb veya

Ha N Hb = (). Sag kosetlerin birlegimi de G yi verir:
G=HUHa  UHayU---U Ha,,.
Tanim 2.31 G bir grup, H < G olsun. H nin G deki farkli sag kosetlerinin sayisina H nin G deki

indeksi denir ve |G : H| seklinde gosterilir. Ornegin, |Ss : (f2) | = 3 diir.
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Teorem 2.32 (Lagrange') G sonlu bir grup ve H < G olsun. O zaman H nin mertebesi G nin
mertebesini béler; yani |G| = |G : H||H| dir.

Ispat: H’nin G’deki indeksi |G : H| = n olsun. Buna gore
H,H, ,Hg,,...,H,, ,

kiimeleri H nin n tane farkli sag koseti olsun. Bu kosetler G nin parcalanmigimi verirler. Ayrica herbir

kosetteki eleman sayis1 |H|'ye egittir. O halde
G=HUHa UHg, U---UHa, | = |G| = |H| + [Hay | + [Hay | + -+ + |Ha, | = |G| =1 |H]
olup |G| = |G : H||H| elde edilir. Buradan |H| | |G| yazlabilir. O

Sonug 2.33 Eger G asal mertebeli bir grup ise G nin { e} ve G den bagka altgrubu yoktur.
Not 2.34 Eger H ={e} ise her a € G i¢in Ha = {a} olup |G| = |G| = |G : H||H| = |G : H| dir.
Ornek 2.35 Z; grubunun yegane altgruplari {0} ve Z7 dir, ¢iinkii Z7 asal mertebeli bir gruptur.

Ornek 2.36 (Z,+) grubunda U = {3k:k € Z} altgrubunu ele alalm. Bu altgrup icin Lagrange

teoremi uygulanamagz, ¢iinkii Z’nin mertebesi sonlu degildir.

Teorem 2.37 G sonlu bir grup ve a € G olsun. O zaman |a|‘|G\ dir. Ayrica all = e dir.

Ispat: H = (a) alahm. a tarafindan iiretilen altgrubun mertebesi a’'nin derecesine esittir; yani | (a) | =

|a| dir (Neden?). Lagrange teoremini uygularsak \a|‘|G| elde edilir. |G| = k|a| diyelim. O zaman
al¥ = gl = (aloh)F = ek = ¢
olur ve ispat tamamlanir. O

Ornek 2.38 G en az 2 elemanh bir grup olsun. G nin trivial olmayan altgrubu yoksa G nin asal

mertebeli oldugunu gosteriniz.

Co6ziim: G nin trivial olmayan altgruplar: olmasin. |G| nin asal oldugunu gosterecegiz. Bir e # a € G
icin U = (a) altgrubunu diisiinelim. U = {e} olamaz, o halde U = G olmalidir. Yani G devirlidir.
Devirli gruplarin, grubun mertebesini bolen her sayiya karsilik bir altgrubu vardir. (bkz. Teorem 2.20).

G nin trivial olmayan altgrubu olmadigindan |G| asaldur.

! Joseph-Louis Lagrange (1736-1813)
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Ornek 2.39 G bir grup, a € G olsun. a™ = e ise |a| | m oldugunu gosterin.
Coziim: |a| = n olsun. n < |m| oldugu acgiktir. Bélme algoritmasindan dolayr m,n say1 ¢ifti igin

m =nq+r,0<r <n olacak gekilde g, € Z vardir. Simdi
" =e=a"""" == (a")ld" =e=¢cld" =e=ad" =c¢

olup r < n = |a| oldugundan r = 0 olmalidir. (Aksi halde bu durum |a| = n olmasiyla celigirdi.) Yani

m = nq olup n‘m dir.
Teorem 2.40 Asal mertebeli her grup devirlidir.

Ispat: G mertebesi asal olan bir grup olsun. |G| = p diyelim. Bir e # a € G icin U = (a) devirli
altgrubunu diistinelim. Lagrange teoreminden dolay: |U ]‘p olmalidir. p asal oldugundan |U| = 1 veya
|U| = p olabilir. e # a segildiginden |U| > 1 dir. O halde |U| = p olmalidir. Yani G = U olup G
devirlidir. g

Tanim 2.41 m ve n iki tamsay1 olsun. Eger m ile n nin en biiyiik ortak bdéleni 1 ise bu iki sayiya

aralarinda asaldwr denir ve (m,n) =1 yaznlr.

Lemma 2.42 (m,n) = 1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart mqg+nr = 1 olacak gekilde ¢, r tamsayilarinin

var olmasidir.

Tanim 2.43 n pozitif bir tamsay1 olsun. n den kiiciik ve n ile aralarinda asal olan pozitif tamsayilarin
sayist ¢(n) ile gosterilir ve ¢ fonksiyonuna Euler-¢ fonksiyonu denir. Ornegin, ¢(10) = 4, $(9) = 6
dir. p asal ise ¢(p) = p — 1 oldugu agiktur.

Teorem 2.44 n pozitif bir tamsay1 olsun. Z,’de n ile aralarinda asal olan sayilar modilo n ¢arpimi

ile bir abelyen grup olustururlar. (Bu grubu Z ile gosterecegiz.)

Ispat: (a,n) = 1 ve (b,n) = 1 olsun. (ab,n) = 1 oldugunu gdstermeliyiz. (Burada tabii ki a ile b nin

carpimi modulo n ¢arpimina gore yapilmigtir.)

(a,n) =1 = aq1 + nr1 = 1 olacak sekilde ¢1,7m € Z vardur,
(b,n) =1 = bga + nre = 1 olacak gekilde g9, 79 € Z vardir,

= ab(q1q2) + n(aqirs + bgary + nriry) =1
N

q s

= (ab)g+nr=1 (¢, €Z)

= (ab,n) =1

olup ab ile n aralarinda asaldir.
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Modiilo n ¢arpmasinin birlesme ve degigme 6zelligi vardir ve 1 sayisi bu grubun birim elemanidir. Simdi
ters elemanin varligim gosterelim. (a,n) = 1 olsun. Bu durumda aq + nr = 1 olacak gekilde ¢,r € Z

vardir. 1 < g < n secilebilir (Neden?). Bu durumda aq = 1 (mod n) olup a~! = ¢ olur. O

Ornek 2.45 7} = {1,2,4,5,7,8} grubunun garpim tablosunu yazalim.

0w N Tt ol N =
T BN BS) B SO NC R
-1 Ot — 00 i M|
T o= N =1 00 |
B 00 ~1 N = ot ot
O OB 0 R ot ]|~
— N R ot~ |

Dikkat edilecek olursa, bu grubun mertebesi 6 oldugundan her elemanin 6. kuvveti birim elemana esit
olur. Gergekten de 16 = 1,26 = 64,45 = 4096, 55 = 15625, 76 = 117649, 8% = 262144 olup bu sayilarin

hepsi 9’a béliiniince 1 kalani verirler.

Teorem 2.46 (Euler?) n pozitif bir tamsay1 olsun. (a,n) = 1 ise a®™ = 1 (mod n) dir.

Ispat: G = (Z%,-) grubunu diigiinelim. Bu grubun mertebesi ¢(n) dir. Her a € G icin al = e
olacagindan a®™ =1 (mod n) dir. O

Teorem 2.47 (Fermat?) p bir asal say1 ve a € Z ise a”? = a (mod p) dir.

ispat: #(p) = p — 1 oldugundan Euler teoremi geregince a?~! =1 (mod p) yani a? = a (mod p) elde
edilir. ]

Ornek 2.48 p =7 alalim. (—2)7 = —128 = (=19) - 7+ 5 olup —128 =5 = —2 (mod 7) dir.

Teorem 2.49 G bir grup H ve K, G nin iki altgrubu olsun. HK nin altgrup olmasi i¢in gerek ve
yeter sart H K = K H olmasidir.

Ispat: («=)HK = K H olsun. HK nn altgrup oldugunu gosterecegiz. © = hik; € HK ve y = hoky €

*Leonhard Euler (1707-1783)
3Pierre de Fermat (1601-1665)
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HK alalm. ( h; € H,k; € K dir.)

wy~ ! = hiky(hoko) ™t = hy kike T ho !
——
k3

= h1 kshy ™!

~——

cKH=HK
= hi1hg k4

~
cH

= hyky € HK

olup Theorem 2.8 den H K altgruptur.
(=) Simdi de HK nin altgrup oldugunu kabul edip HK = K H oldugunu gosterelim.

v=khe KH=a2"'=h""k"" € HK
— HK altgrup oldugundan (z~!)™' =2z € HK

— KHC HK
Ayrica,
r € HK = HK altgrup oldugundan ™! € HK

— Jhe H ke Kicnz ' =hk

—ao=k'h'eKH

= HK C KH.
Sonuc olarak HK = K H elde edilir. O
ALISTIRMALAR

1. (Z10,+) grubunda 5 elemaninin derecesini bulunuz. 5’in derecesi grubun mertebesini béler mi? 5’in

(Z,+) daki derecesi kagtir?

2. G bir abelyen grup olsun. H = { rcG:2?=e } kiimesinin G nin bir altgrubu oldugunu gésteriniz.
3. Hy, Hy bir G grubunun iki altgrubu olsun. Hy U Hy < G <= H; C Hs veya Hy C H;. Gosterin.
4. (Q\{0},") grubunda A = { 3,1 } ise (A) nedir?

5. G bir grup ve a € G olsun. C(a) = {x € G : ax = xa } kimesine a’nin merkezleyeni denir.
(C(a) ashinda a elemani ile degigsmeli olan elemanlarin kiimesidir.) Her a € G i¢in C(a) < G oldugunu

gosterin. Ayrica |a| = 5 ise C(a) = C(a®) oldugunu gosterin.
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6. G={1,—1,i,—i} grubu verilsin. H = {1, —1} olsun. H nin G deki biitiin farkh sag kosetlerini ve
indeksini bulunuz.
7. H ve K, GG nin sonlu altgruplar ise

[H||K]

HK| = ——
| | |H N K|

oldugu bilinmektedir. G = (C\ {0},) ve H ={1,-1,i,—i },K = {1,—1} alarak bu egitligin dogru
oldugunu gériiniiz. Ayrica bu esitligi kullanarak |H| > /|G| ve |[K| > /|G| ise HNK # { e } oldugunu

gosteriniz.
8. (Z,+) da 4Z altgrubunun tiim farkl sag kosetlerini ve indeksini bulunuz.

9. K ={a,b,c,d} grubunun ¢arpim tablosu agagida verilmistir.

a b c
ala b c
b|b d c
cle d b a
dld ¢ a

K degigmeli midir? K nin tiim altgruplarini ve bunlarin sag kosetlerini bulunuz. K devirli midir?

10. G bir grup olsun. ) # H C G olsun. H bir altgrup = HH = H oldugunu gosterin. Eger H

sonsuz elemanli ise bu 6nermenin tersinin dogru olmadigini gosterin. (Ipucu: Bir ters 6rnek verin.)

11. G bir grup H < G olsun. §(xH) = Hx~! seklinde tanimlanan fonksiyonun 1-1 oldugunu gésterin.

(Once iyi tamimlandigini gostermek gereklidir.)
12. G bir grup; H < G, K < G olsun. |H| =75 ve |K| =57 ise H N K nin devirli oldugunu gésterin.

13. G bir grup a € G olsun. H = {x € G:3dn € Z igin x = a" } kiimesi G nin bir altgrubudur,

gosterin.

14. 77, grubunun carpim tablosunu yaziniz. Bu grup devirli midir? Bu grubun trivial olmayan bir

altgrubunu bulunuz.
15. (C\ {0},.) grubunda H = {z + iy : 2y > 0} bir alt grup mudur?

16. Bir G grubunda bir H altgrubunun iki sag kosetinin ayni ya da ayrik oldugunu gosterin.
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Bolim 3

Normal Altgruplar ve Faktor Gruplar:

Daha 6nce S3 grubunda H = { f1, fo } altgrubunun sag kosetlerini bulmusgtuk. Aym grubun sol koset-

lerini de hesaplayip kargilagtiralim:

Sol Kosetler | Sag Kosetler

hHE={fi.fo} | Hfi={f, [}
LH={fh}t| Hf2={ff1}
fsH={fs.fs} | Hfs ={fs fa}
foiH ={fa, fo} | Hfs ={fa,f3}
fsH={fs,f3} | Hfs ={f5,f6}
felH ={fo,fa} | Hfs ={f6, 5}

Tablodan goriildiigii gibi sol kosetlere parcalanis ile sag kosetlere parcalanig birbirinden farkhdir.

Tanim 3.1 G bir grup ve N < G olsun. Her ¢ € G ve her n € N i¢in gng~! € N ise N ye G nin

1 _ { gng~1
altgrup olmasi icin gerek ve yeter sart her g € G icin gNg~' C N olmasidir” diyebiliriz.

normal altgrubu denir ve N < G yazilir. gNg~ 'n € N} oldugundan, “N nin normal

1

Not 3.2 {e} ve G, G nin normal altgruplaridir. (Neden?) G abelyen ise gng~" = n € N olup abelyen

bir grubun her altgrubunun normal oldugu goriiliir.

Teorem 3.3 G bir grup, N < G olsun. Agagidakiler birbirine denktir.
() NG
(ii) Her g € G icin gNg~' = N
(iii) Her g € G igin gN = Ng
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iIspat: (i= ii) N < G olsun. Tanimdan dolay1 gNg~! C N dir. Simdi

N=gg 'Ngg ' CgNg™
——
CN

1:

olup sonucta gNg~ N oldugu goriiliir.

1:N:gNg_lg:Ng:>gN:Ng

Ispat: (ii= iii) gNg~
Ispat: (ili= i) gN = Ng= gNg ' = N = gNg ' C N = N <G. O

Ornek 3.4 Ss’de H = { f1, fo } olsun. Hf3 # fsH olup H nin normal olmadigi goriiliir. Simdi N =
(fa) = { f1, fa, f5 } olsun.

Nfi=fIN=Nfy=fuN=Nfs=fsN={f1,fs,f5}
Nfy=faN=Nfs= f3sN=Nfo= foN ={fo f3, f6}

olup N < G dir.
Bu béliimde bir G grubunun H altgrubunun sag kosetleri arasinda (Ha) - (Hb) = H(ab) seklinde
bir iglem tammlamak istiyoruz. Ancak eger H normal degilse bu iglem iyi tanimlanmamigtir. Yani

Hay = Has ve Hby = Hby ise H(aib1) # H(agbs) olabilir. Mesela G = S3 ve H = { f1, fo} ise
Hf3 = Hf4 ve Hf5 = Hfﬁ olup H(f3f5) = Hfg = {fl,fg} diI‘, fakat H(f4f6) = Hf3 = {fg, f4} dir.

Ayrica iki sag kosetin ¢arpimi bagka bir sag kosete egit olmayabilir; mesela
(Hfs)(Hfs)={fs, fa} - {[fs, fo } = { fas fas [, 3}
olup bu kiime bir sag koset degildir.

Teorem 3.5 G bir grup H < G olsun. Ha = Hx ve Hb = Hy egitliklerinden her zaman H (ab) =
H(zy) elde edilmesi i¢in gerek ve yeter sart H < G olmasidur.

Ispat:(=) Her a,b, 2,y € G icin Ha = Hx ve Hb = Hy = H(ab) = H(zy) oldugunu kabul edelim.
Simdi her g € G icin Hg = Hg ve her h € H i¢gin He = Hh oldugunu biliyoruz. O halde

Hg=Hg,He = Hh—> Hg = H(gh) = H = H(ghg ') = ghg ' € H

olup H nin normal oldugu goriliir.
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(«<=) Simdi de H nin normal oldugunu kabul edelim.

Ho=Hxz,Hb=Hy=—a 'z e Hb lyc H
— o 'zy € Hy = Hb = bH (Ciinkii H normal)
— b lalayec H
— (ab) May) € H
= H(ab) = H(xy).

g

Teorem 3.6 G bir grup, H < G olsun. H nin iki sag kosetinin ¢arpiminin yine bir sag koset olmasi

i¢in gerek ve yeter sart H <1 G olmasidir.

Ispat: («<=) H < G olsun. Ha, Hb iki sag koset olsun.
(Ha)(Hb) = H(aH)b = H(Ha)b = (HH)ab = H(ab)
olup iki sag kosetin carpimi bagka bir sag kosettir.

(=) Simdi her Ha, Hb sag koseti icin (Ha)(Hb) = Hec olacak sekilde bir ¢ € G olsun. b = o~}

secilirse:

HaHa ' = He = eaeca™!

= e = hjc olacak gsekilde bir h; € H vardir

= c=h '€ Holup He=H

= HaHa '=H

— V h € H icin haha™! = hy olacak sekilde bir hy € H vardir
= aha '=h"'hy e H

= aqHa ' CH

— H<G

0

Boylece H normal ise H nin sag kosetleri {izerindeki carpma igleminin iyi tanimlandigini ve kapali

oldugunu gosterdik.

Tanim 3.7 G bir grup, N<G olsun. N nin G deki farkh sag kosetlerinin kiimesini G/N = { Ng: g € G }

ile gosterelim. Bu kiime iizerinde

Na,Nb e G/N igin (Na) - (Nb) = N(ab)
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seklinde bir iglem tamimlayalim. Bu iglemin iyi tamimlandigini Teorem 3.5’de gosterdik. (G/N,-)'nin
bir grup oldugunu gosterecegiz. Bu gruba G nin N ile olan faktér grubu denir. (Faktor grubu yerine

bolim grubu terimi de kullanmilmaktadir.)

Teorem 3.8 G bir grup, N < G olsun. G/N yukardaki tanimda verilen iglemle bir gruptur.
Ispat: (Na)(Nb) = N(ab) olup iki sag kosetin carpimi bir sag kosettir.
Na(NbNc¢) = NaN (be) = N(a(be))

= N((ab)c) = N(ab)N¢c
= (NaNb)Nc

olup birlesme 6zelligi vardir. Her Na € G/N igin
NaNe = Na ve NeNa = Na
olup Ne = N bu grubun birim elemanidir. Na’'nin tersi (Na)~! = Na™! dir, ciinkii
NaNa™'=Ne=N  ve  Na 'Na=Ne=N.

Sonug olarak G//N bir gruptur. O

G
Not 3.9 Lagrange Teoremi geregince eger |G| sonlu ise |G/N| = \|N‘\ dir.
Ornek 3.10 G = (Z,+) grubunda U = 47Z altgrubunu ele alalim. G abelyen oldugundan her altgrubu
normaldir. U nun G deki farkh sag kosetleri G/U = {U,U + 1,U +2,U + 3 } seklinde yazlabilir. Bu

grubun tablosu goyledir.

+ U U+1 U+2 U+3
U U U+1 U+2 U+3
U+1|U+1 U+2 U+3 U
U+2|U+2 U+3 U U+1
U+3|U+3 U U+1 U+2

Burada, mesela (U +2) 4+ (U +3) =U + 5 = U + 1 geklinde hesaplanir.

Ornek 3.11 G bir grup olsun. Z(G) = {g € G : her z € G icin gz = xg } kiimesine G nin merkezi
denir. Bir grubun merkezi, gruptaki biitiin elemanlarla degigmeli olan elemanlarin kiimesidir. Z(G) <G
oldugunu gosterin.

Co6ziim: Once Z(G) < G oldugunu gostermeliyiz. g,h € Z(G) alahm. O halde her z € G icin gz =
xg, hx = xh dir. Simdi

hr=zh=2=h"tah=2h ' =h 12
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olur ve

(gh™ Nz = g(h~'x) = g(zh™") = (g2)h ™" = (zg)h™" = z(gh™")

olup gh~! € Z(G) elde edilir. Teorem 2.8 den Z(G) < G olur. Simdi z € Z(G) ve g € G alalim.
gzg~' € Z(G) oldugunu gostermeliyiz. z elemani gruptaki biitiin elemanlarla degismeli oldugundan
gzg ' =2 € Z(G) olup Z(G) < G dir.

Tanim 3.12 En az 2 elemanli bir G grubunun { e } ve G’den baska normal altgrubu yoksa G’ye basit

grup denir.

Ornek 3.13 Zs = {0,1,2,3,4} grubunun altgruplan (dolayisiyla normal altgruplar: ) {0} ve kendi-
sidir. O halde Zg basit gruptur.

Teorem 3.14 Bir abelyen grubun basit olmasi igin gerek ve yeter sart asal mertebeli olmasidir.

Ispat: (=) G abelyen ve basit bir grup olsun. Bir e # a € G icin |a| = n sonludur. Eger n sonlu
olmasaydi (a) devirli altgrubu da sonlu olmayip G nin normal altgrubu olurdu. Eger (a) = G olsaydi G
sonsuz devirli grup olurdu ve G nin trivial olmayan altgrubu (yani normal altgrubu) olurdu (Neden?).
O halde n sonludur. Oyleyse bir p asal béleni vardir. Buna gore <a”/ p > altgrubu mertebesi p olan bir

normal altgruptur. G basit oldugundan G = (a™/?) olmahdir. O halde |G| = p dir.

(<=) p bir asal say1 olmak {izere |G| = p olsun. U <G bir olsun. Lagrange teoremi geregince |U||p dir.
p asal oldugundan |U| =1 veya |U| = p dir. O halde U = { e} veya U = G olabilir. Yani G basittir.(]

Ornek 3.15 G bir grup ve H de indeksi 2 olan bir altgrup olsun. H < G oldugunu gésterin.
Co6ziim: H nin G de iki farkl sag koseti vardir. Bunlar H ve Ha dir. Burada a € G\ H oldugu agiktir.
(Hao=H <= a € H oldugunu hatirlayin.) Benzer gekilde iki farkli sol koseti H ve aH dir. Bunlar G
nin parcalanmigidir. Simdi g € G verilsin. g € H ise Hg=gH = H dir. g€ G\ H ise Hg=gH = G\ H
olup sag koset sol kosete egittir. O halde H < G dir.

Ornek 3.16 Iki normal altgrubun kesigiminin de normal oldugunu gésteriniz.
Coziim: G bir grup H <G ve K <1 G olsun. H N K < G oldugunu biliyoruz. Simdi her g € G ve her
r € HN K icin

rceHNK=xcHvexcK
— H <G, K <G oldugundan gzg~' € H,gzg ' € K
— grzg e HNK
— HNK<G.
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Ornek 3.17 H < G ve N <G ise HN < G oldugunu gosterin.
Coziim: x = hiny € HN ve y = hono € HN alalim.

zy ' =hynimg thy !
EN
= hinghy ™
= hiha™' hongho ™!
= N1hg 2m3hg
———— ——
€H  chyNhy~1=N

=hgng € HN
olup Teorem 2.8 geregince HN < G dir.

Ornek 3.18 H <G ve K <G ise HK <1 G oldugunu gosterin.
Coziim: x = h1ky € HK ve y = hoky € HK olsun. O zaman

a:yil =M k‘lkgfl hQil
€K
= hikshy ™!
= hiha™ " hokshy ™!
—— Y——
€H  chyKho '=K

= hgkys € HK

olup Teorem 2.8 geregince HK < G dir. §imdi H K <G oldugunu gosterelim. H <G, K <G oldugundan
her g € G icin Hg = gH ve Kg = gK dir. ¢~! € G oldugundan g~ 'K = Kg~! dir. O halde:

g(HK)g™' = (gH)(Kg™")

olup HK <1 G oldugu goriiliir.

Ornek 3.19 G abelyen bir grup, H, K < G olsun. Ayrica |H| = m, |K| =nve HNK = {e} olsun.
HK < G ve |HK| = mn oldugunu gosterin.
ispat:

& =hiki € HK,y = hoky € HK = 2y ' = hikiko 'ho ™! = (hiho V) (kiko ') € HK

olup HK < G dir. Ayrica
[HI K]

HK|= ——
| | |HN K|

= |H| |K| = mn.
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a b

Cc

Ornek 3.20 M = {

] ca,b,c,d e Z} kiimesi bilinen matris toplami ile bir gruptur. H =

cC —a

b
{ [ “ ] ta,b,ce Z} kiimesi M nin normal altgrubudur, gosterin. M /H yi olugturunuz.
Coziim:

d

]GH:X+(—Y):

a—d b—e ]
e H
c—f —(a—d)

dir. Teorem 2.8 geregince H < M dir. Matrislerdeki toplama islemi degismeli oldugundan M bir
abelyen gruptur. O halde H < M dir. M/H ={H + X : X € M } geklinde yazlabilir.

Ornek 3.21 Ziy’de H = (6) altgrubunu bulunuz. Zio/H yi yaziniz. Bu gruptaki elemanlarm dere-
celerini bulunuz.
Coéziim: H = (6) = {0,6 } dir. H nin farkh sag kosetleri:
H+0=1{06}=H+6
H+1={1,7})=H+7
H+2={28} =H+38
H+3={3,9}=H+9
H4+4=1{4,10}=H+10
H45={511}=H+11
O halde Zio/H ={H,H +1,H +2,H +3,H 4+ 4,H + 5} dir. Bu elemanlarin dereceleri:

\H| =1, |H+1=6, |[H+2/=3, |H+3=2 |H+4 =3 |H+5 =6

Ornek 3.22 G bir grup ve H = (a) sonlu devirli altgrubu G de normal olsun. Eger K < H ise K <G
oldugunu gosterin.

Coéziim: (a) = H 9 G ve K < H oldugu veriliyor. K <1 G oldugunu gosterecegiz. K < H ve H < G
oldugundan K < G oldugu agiktir. Simdi k& € K, g € G verilsin.

ke K= ke H= H <G oldugundan gkg~' € H.

Simdi K sonlu oldugundan |k| = m sonludur. |gkg™!| =

(gkg™")"™ = (gkg™")(gkg™") ... (gkg™") = gk™g ' =gg ' =

m—tane

m dir, ¢liinki:

olur. Ayrica gkg~! in daha kiiciik bir kuvveti e ye esit olamaz. (Neden?)

lgkg m=|{gkg”")|=m ve [|k|=m=|(k)|=m

olur. Ayrica (k) < K < H ve <gk:g_1> < H olup (k) ve <gkg_1> altgruplar1 H nin mertebeleri aym
iki altgrubu olur. H devirli oldugundan ve devirli bir grubun mertebesi ayni olan iki altgrubu esit
olacagindan (k) = <gk:g_1> olmalidir. O halde <gk:g_1> < K olup gkg~! € K dir. Yani K <1 G olur.
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ALISTIRMALAR

1. G = {e,a,aQ,a3} 4-iincli mertebeden devirli grup ve H = {e,aQ} onun altgrubu olsun. H < G

oldugunu gosterip G/H yi yazinz.
2. G bir grup ve H de onun iki elemanh normal bir altgrubu ise H C Z(G) oldugunu gosterin.

3. Bir grupta derecesi 2 olan sadece bir tane eleman varsa bu elemanin grubun merkezinde oldugunu

gosterin.

4. G bir grup ve H de Z(G) nin alt kiimesi olan bir altgrup olsun. H < G oldugunu gosterin.
5. G abelyen bir grup ve N < G olsun. G/N nin abelyen oldugunu gosterin.

6. G bir grup, H < G ve K <G ise HN K < H oldugunu gosterin.

7. G bir grup ve H < G olsun. Ng(H) = {2z € G:zHx' = H } kiimesine H nin G deki nor-
malleyent denir. Ng(H) < G ve H < Ng(H) oldugunu gosterin.

8. Qs = {1,-1,i,—i,§,—j,k,—k} olsun. i? = j%> = k? = —1, ij = k,jk = i,ki = j ve ji =
—k,kj = —i,ik = —j kurallan verilsin. (Jg in grup tablosunu yaziniz. Bu gruba quaterntonlar grubu
denir. Qg in merkezini bulunuz. {i,j } kiimesi tarafindan dogurulan alt grubu bulunuz. Qg’in biitiin
altgruplarmin normal oldugunu gosterin. (Qg, biitiin altgruplar: normal olup da abelyen olmayan bir

grup ornegidir.)

9. SL,(R) ile n x n tipinde ve determinant1 1 olan matrislerin kiimesini gosterelim. SL,,(R) <GL,(R)

oldugunu gosterin.

10. H ve K bir G grubunun normal altgruplart ve H N K = {e} olsun. Her h € H ve k € K igin
hk = kh oldugunu gosterin.

11. G abelyen olmayan bir grup ve Z de onun merkezi olsun. O zaman G/Z devirli grup olamaz.

12. G bir grup olsun. H < G alt grubu “her = € G icin 2% € H” dzelligine sahip olsun. H <G oldugunu
gosterin. (Ipucu: xhz™ = (zh)2h~1(x~1)?) Ayrica G/H nin abelyen oldugunu gésterin.

ALISTIRMALARIN COZUMLERI

COZUM 1. G abelyen ve H altgrup oldugundan H < G dir. G/H = { H, Ha } olur.

COZUM 2. H = {e,h} olsun. e € Z(G) oldugu agiktir. Biz h € Z(G) oldugunu yani her = € G
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Bolum 4

Homomorfizmalar ve Izomorfizmalar

Tanim 4.1 (G,-) ve (H,x) iki grup olsun. f : G — H bir fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu “grup

islemini koruyorsa”; yani her a,b € G igin
fla-b) = f(a)* f(b)

ise f ye G den H ye bir grup homomorfizmast veya kisaca homomorfizma denir.

b ... x| f(b)

al... ... a-b fla) | ... ... fla)xf(b) = f(a-b)

Ornek 4.2 T: G — G birim déniisiimii G’nin bir homomorfizmasidir, ¢iinkii I(xy) = xy = I(x)I(y).

Ornek 4.3 G = (Z,+) ve n € Z olsun. f : G — G déniigiimii her = € Z icin f(z) = nx seklinde

tamimlansin. f bir homomorfizmadir, ¢linkii
fle+y) =n(z+y) =nz+ny = f(z) + fy).

Ornek 4.4 G = (R, +) ve H = (R*,-) olsun. f : G — H, f(z) = € geklinde tammlansin. Her
z,y € R icin
flaty) = =c"e" = f(x) fy)

olup f bir grup homomorfizmasi olur. Burada ¢g : H — G, g(z) = Inz de bir homomorfizmadir.

41



Boliim 4. Homomorfizmalar ve Izomorfizmalar

Ornek 4.5 G = (Z,+) ve H = (Zy, +) olsun. H deki + iglemi modiilo n’e gére yapilmaktadir. Buna
gore f: G — H, f(x) = x (mod n) seklinde tanimlanan doniisiim bir homomorfizmadir, ¢iinkii her

x,y € Z igin
fla+y)=(@+y) (modn)=(z (modn))+(y (modn))=f(z)+[f(y)

Ornek 4.6 G = GL,(R),H = (R\{0},") olsun. f: G — H, f(X) = det(X) olsun. f bir homorfiz-
madir, ¢iinkii her X, Y € GL,(R) i¢in

F(X-Y) = det(X - Y) = det(X) - det(Y) = f(X) - f(Y).

Ornek 4.7 G bir grup, N <G olsun. f : G — G/N her z € G i¢in f(xr) = Nz seklinde tanim-
lanan déniigiim 6rten bir homomorfizmadir. Bu déniigiime G den G/N iizerine olan kanonik (dogal)

homomorfizma denir. Her x,y € G icgin

f(zy) = N(zy) = (Nz)(Ny) = f(2)f(y)

olup f bir homomorfizmadir. Her Y = Nz € G/N i¢in f(z) = Nx = Y olup f nin 6rten oldugu

goriiliir.

Teorem 4.8 G ve H iki grup ve f : G — H bir homomorfizma olsun.
(i) e,G'nin ve eg da H nin birim eleman: ise f(e) = eg

(ii) Her a € G igin f(a™!) = [f(a)]~*

(i) f(G) < H

(iv) G abelyen ve f orten ise H de abelyendir.

(v) G devirli ve f orten ise H de devirlidir.

ispat (i) Her g € G icin

Ispat (ii) Her a € G icin
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olup [f()] "} = f(a~) dir.
Ispat (iii) 2,y € f(G) alalim.

z,y € f(G) = f(a) =z, f(b) =y olacak gekilde 3 a,b € G vardir
= ab™! € Golup f(ab™") = f(a)f(b7") = f(a)[f(D)] ' =ay"
— 2y~ ! € £(G)

— Teorem 2.8 geregince f(G) < H.

iIspat (iv) G abelyen ve f 6rten olsun. z,y € H olsun.

x,y € H = f 6rten oldugundan 3 a,b € G i¢in f(a) =z, f(b) = y.
= zy = f(a)f(b) = f(ab) = f(ba) (G abelyen oldugundan ab = ba)
— zy = f(ba) = f(b)f(a) =y

—> H abelyen gruptur.

Ispat (v) G = (a) devirli ve f 6rten olsun. f érten oldugundan f(G) = H yazahm. G = {a" :n € Z}
olup f(G) ={ f(a"):n € Z} dir. Simdi n > 1 ise
fla") = fla_a---a)= fla)f(a)--- fla) = fla)".

—

n—tane

n—tane
Benzer gekilde n < 0 ise

fla) = f((@H)™) = fla™)fla™) - fla})

(—n)—tane

= fla)" fla)™" - fla)™!

(—n)—tane
@
= f(a)"

Ayrica n =0 ise f(a®) = f(e) = eo = f(a)° dir. Sonug olarak her n € Z icin f(a™) = f(a)". O halde
H=f(G)={f"):neZ}={f(a)" :neZ}=(f(a))
olup H de devirlidir. 0
Not 4.9 f: G —s H bir homomorfizma olsun. z,y € G icin
B={(zy): flz) = f(y)}
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kiimesi G de bir denklik bagintisidir. Bu bagintiya gore bir x € G elemaninin denklik simifi © =
{y € G: f(x)= f(y)} dir. Ozel olarak e nin denklik smifi

e={zeG:f(x)=f(e)}={zeG: f(x)=e}
kiimesine 6zel bir isim verecegiz.

Tanmim 4.10 G, H iki grup f : G — H bir homomorfizma ve H nin birim elemani ey olsun. f nin

cekirdegt soyle tanimlanir:

Cek(f) ={zeG: f(z)=eo}

Teorem 4.11 f: G — H bir grup homomorfizmas: ise Cek(f) < G dir.

ispat:
a,b € Qek(f) = f(a) = f(b) = eo
= flab™") = f(a)f(b~") = f(a)f(b) "
— f(ab™) = eplen) ™ = e
— ab~! € Cek(f)
= Teorem 2.8 geregince Cek(f) < G.
g9 € G,a e Cek(f) = flgag™) = f(9)f(a)f(g™")
—> f(gag™") = F(9)f (@) f(9)~" = f(g)eaf(9)~"
= f(gag™") =eo
= gag~" € Qek(f)
olup Cek(f) < G oldugu goriiliir. O
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Tanim 4.12 f : G — H bir homomorfizma olsun. Bir h € H i¢in f(x) = h ise z € G elemanina
h nin ters gériintisi denir. h nin birden fazla ters goriintiisii olabilir. A nin ters gdoritntilerinin

kiimess
fHh) ={zeqG: f(x)=h}
seklinde ifade edilebilir. Simdi bir A € H nin ters goriintii kiimesinin Cek(f) nin bir sol koseti (veya

sag koseti) oldugunu gorecegiz.

Teorem 4.13 f : G — H bir homomorfizma, h € H ve x € f~!(h) olsun. Bu durumda f~1(h) =
x - Cek(f) dir.

Ispat: Once f~1(h) C - Cek(f) oldugunu gosterelim. = € f~1(h) ise f(x) = h dir.

h
fb) = f(x)~ f(z) = f(x)~" f(b)
= eo = f(a7!)f(b) = f(a7"b)

— 27 'b € Cek(f)

— J k€ Cek(f) icin z71b =k

= b=uxk € x - Cek(f)

be fH(h) = f(b)

— f(z)

olup f71(h) C z - Qek(f) elde edilir. Simdi de
bex Cek(f) = I k € Qek(f) icin b = zk
= f(b) = f(zk) = f(2)f(k) = f(z)eo = f(z) = h
— f(b) = holup b€ f~1(h)
olur ve - Cek(f) € f~1(h) dir. Sonug olarak f~1(h) = z - Cek(f) dir. O

Sonug 4.14 h € H elemamnin biitiin ters goriintiileri z € f~1(h) olmak iizere x - Cek(f) kiimesidir.

Tanim 4.15 f : G — H grup homomorfizmasi birebir ise f ye bir izomorfizma denir. Eger G
den H ye orten bir izomorfizma (yani birebir ve 6rten bir homomorfizma) varsa G ile H gruplarina

1zomorfiktirler veya es yapilidirlar denir ve G =2 H yazlir.

Not 4.16 Baz yazarlar izomorfizmay1 “birebir ve érten homomorfizma” olarak tamimlamaktadir. Bu

durumda da G = H olmasi “G den H ye bir izomorfizma vardir” geklinde tanimlanir.

Not 4.17 Gruplar arasindaki “izomorfik (eg yapil) olma” bagintisinin bir denklik bagintisi oldugunu
gosterecegiz. Bu yiizden cebirciler iki izomorfik grup arasinda fark gézetmezler. Iki izomorfik grubun
yapilart aynidir; sadece elemanlari farklidir. Bu yiizden, mesela, elemanlar arasinda uygun esleme

yapildiginda grup tablolarinin ayni oldugu goriiliir.

45



Boliim 4. Homomorfizmalar ve Izomorfizmalar

Ornek 4.18 A = {1,—1,i,—i} kiimesi carpma islemi ile bir gruptur. Z; = {0,1,2,3} alahm. f :

Z4 — A doniisiimini

seklinde tanimlayalim. f nin 1-1 ve 6rten oldugu aciktir. f nin homomorfizma oldugu kontrol edilebilir.
Mesela

FA+2)=f@) ==  ve  F)F2) =i(-1) = —.

Biitiin kontroller yapildiktan sonra A = Z,4 yazabiliriz. Simdi grup tablolarimin (elemanlar1 f de verilen

sirada yazdigimizda) ashinda ayni oldugunu gorelim.

w o o~ o+
w N = OO
S W N ==
= O W NN
N = O W W

~

-~

|

—_

|

-~

[S—y

Benzer sekilde G = (a) = {e, a,a?, a3} 4-iincli mertebeden devirli grup ise A =2 G dir. Bu gekildeki
tiim gruplarin simifina 4-iincii mertebeden devirli grup denir ve hepsi de Cjy ile gosterilir. Genel olarak

n—inci mertebeden devirli gruplar C, ile gosterilir. Bu durumda Z,, = C,, oldugu aciktir.

Ornek 4.19 Simdi sekildeki ABC' eskenar {icgenini diigiinelim.

Bu {icgeni tam ortasindan ve diizleme dik bir eksen etrafinda 120° saatin ters yoniinde déndiirme
islemine f diyelim. [ dogrusu etrafinda 180° déndiirmeye g diyelim. Bu durumda f3 = e ve ¢ = e dir.

Birim doniigiim olarak {iggenin orjinal hali anlagilmaktadir.
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A A

A
B c C

B B c

Bu sekilde elde edecegimiz biitiin farkli dénmeler: e, f, 2, g, fg, f2g fonksiyonlaridir. Bu sekilde elde
ettigimiz gruba dihedral grup denir ve Dj ile gosterilir. Benzer gekilde egkenar n-gen kullanilarak elde
edilen grup da D, ile gésterilir ve |D,,| = 2n dir. D3 = {e, f,f% 9, fag, ng} grubundan Ss grubuna ¢
doniigiimiinii
e— fi
f— 175
f?— fa
fg— fe
g—f2
29— fs
geklinde tanimlarsak bir 6rten izomorfizma elde ederiz. O halde D3 22 S3. Tablodaki bogluklar doldu-

run.

e [ f* g fg [
el e f 2 g fg [
flr P e fg fg9 g
e e f f9 g9 fg

gl 9 f9 fg e [ [
fa| fg
P9 | f*g

Teorem 4.20 f : ¢ — H homomorfizmasinin bir izomorfizma olmasi i¢in gerek ve yeter sart
Cek(f) = { e} olmasidur.

Ispat: (=) f bir izomorfizma olsun. O halde f birebirdir. f(z) = eg olsun. f(e) = ey olup f
1-1 oldugundan x = e olmalidir. O halde f(z) = ey olacak sekildeki tek eleman x = e dir. Yani

Cek(f) ={e} olur.
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(<) Cek(f) ={e} olsun. Her z,y € G i¢in

f@)=fly) = f@)fy) ™" = eo

= f(zy ) = eo

= 2y~ € Qek(f) ={e}
1

=y =e
_— I = y
olup f nin 1-1 oldugu, yani izomorfizma oldugu gosterilmig olur. O

Teorem 4.21 G, H, K birer grup olsun.

(i) f:G — H brten izomorfizma ise f~!: H — G de 6rten izomorfizmadir.
(ii) f:G — H,g: H — K orten izomorfizma ise gof : G — K Orten izomorfizmadir.
ispat (i) Birebir ve 6rten bir doniisiimiin tersi de 1-1 ve orten olacagindan f~' de 1-1 ve ortendir.

O halde f~! in homomorfizma oldugunu gostermemiz yeterlidir. hi,hy € H olsun. f 1-1 ve drten

oldugundan f(g1) = h1, f(g2) = hs olacak sekilde sadece bir tane g;, g2 € G eleman cifti vardir. Simdi
f9192) = f(91)f(g2) = haihy => [~ (hiha) = g1g2 = " (h1) " (ha)
olup f~! bir homomorfizmadir.

ispat (ii) Birebir ve orten iki doniigiimiin bilegkesi 1-1 ve 6rten olacagindan gof 1-1 ve ortendir. O

halde g, f'nin bir homomorfizma oldugunu gostermemiz yeterlidir. z,y € G olsun.

(90f)(2y) = 9(f(xy))
— g(f(@)f(y) (f bom. oldugundan)
=9(f(x))-9(f(y)) (g hom. oldugundan)
= (90./)(@) - (90.)(y)
olup gof bir homomorfizmadir. O halde érten izomorfizmadir. g

Sonug 4.22 G den G ye I birim doniigiimii 6rten bir izomorfizmadir. O halde her grup kendine izomor-
fiktir. Yukardaki teoremde G2 H —= H =2 Gve G2 H H =2 K = G = K oldugu gosterilmigtir. O

halde gruplar {izerinde tanimlanan izomorfik olma bagintisi1 bir denklik bagintisidir.

Teorem 4.23 Iki devirli grubun izomorfik olmas: icin gerek ve yeter sart bu iki grubun mertebelerinin

ayni olmasidir.
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Ispat: (=) G ve H iki devirli grup olsun. G = H ise f : G — H homomorfizmas1 1-1 ve Orten
oldugundan |G| = |H| olmalidir. (Bu sonu¢ G ve H devirli olmasa da dogrudur.)

(<) Simdi G = (a) , H = (b) iki devirli grup ve |G| = |H| = nolsun. f : G — H doniisiimii her k € Z

icin f(a*) = b* geklinde tanimlansin. f nin 1-1 ve érten bir homomorfizma oldugunu gosterecegiz.

f(a*) = f(a') = b* = b olup n = oo ise k = t olup a* = a’ olur ve f birebir olur. Eger n < oo ise
k =t (mod n) oldugunu hatirlayin (bkz. Teorem 1.28). O halde m,t € Z olmak {izere k = ¢t + mn dir.
Simdi

olup f bu durumda da birebirdir.
Simdi h € H verilsin. Bir k € Z icin h = b* geklindedir. O halde f(a*) = b* = h olup f 6rtendir.

r=a"<c G vey=ae G olsun.

flay) = flata’) = f(a™) = 6" = 6" = f(a®) f(a") = F(2) f()
olup f bir homomorfizmadir. Sonug olarak G = H dir. ([l

Tanim 4.24 Bir GG grubundan kendi {izerine olan bir izomorfizmaya G nin bir otomorfizmast denir.
G nin bir a € G elemam icin f, : G — G , fo(z) = aza™! seklinde tanimlanan f, doniigiimii her
zaman bir otomorfizmadir (Neden?). Bu tiir bir otomorfizmaya G nin bir ¢ otomorfizmas: denir. G
nin i¢ otomorfizmalarinin kiimesi I(G) ile gosterilir. G nin biitiin otomorfizmalarimin kiimesi O(G) nin

bilegke iglemi ile bir grup oldugunu gosterecegiz. Bu gruba G nin otomorfizmalar grubu denir. Yani
OG)={f:G— G| f, 1-1, érten bir homomorfizma } .

Teorem 4.25 G nin otomorfizmalarini kiimesi O(G) bilegke iglemi ile bir gruptur.

Ispat: Teorem 4.21 geregince iki otomorfizmanin bilegkesi bir otomorfizmadir. Ayrica f € O(G) =
f~! € O(G) dir. Birim déniisiim bir otomorfizma olup O(G) nin birim elemanidir. Fonksiyonlardaki

bilegke igleminin birlesme 6zelligi olup O(G) bir grup olur. O

Ornek 4.26 A = {1,—1,i,—i} grubunun biitiin otomorfizmalarim bulahm. I birim doniisiimii bir
otomorfizmadir. f € O(G) olsun. f(1) = 1 olmak zorundadir. f(i) = —1 diyelim. O halde f(ii) =
f@@)f(@) yani f(—=1) = (=1)(=1) = 1 olmahdir. Bu da f nin 1-1 olmadig anlamina gelir. Simdi de
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f(i) = —i secelim. Buradan

secilmelidir. f 1-1 ve 6rten olup diger bir otomorfizmadir. Bu grubun bagka otomorfizmas: yoktur. O
halde O(A) = {1, f } dir. Otomorfizma grubunun tablosu soyledir:

(¢]

~ NN
~ = =

I
f
Ornek 4.27 G bir grup olsun. Bir a € G i¢in f, : G — G, fu(z) = aza™' seklinde tanimlanan

doniigiimiin G nin bir otomorfizmasi oldugunu gosterin.

Coziim: x,y € G olsun.

fa(xy) = a(xy)ail = (amail)(ayail) = fa(x)fa(y)
olup f, bir homomorfizmadir. Ayrica

1 1

fa(x) = foly) = axa™ =aya™ =z =y

olup f, birebirdir. Simgi verilen her g € G icin # = a~'ga secersek
fa(z) =aza ™t =a(a tga)a ™t =g
olup f, nin 6rten oldugu goriiliir. Yani f, € O(G).
Teorem 4.28 G = (a) = {e,a,az, ca ! } ise fr : G — G, fr(a) = a* olmak fizere
OG) ={fell<k<n,(kn)=1}.
ispat: f € O(G) olsun. f(a) = a” olsun. G nin iiretici elemanlar1 1 < m < n ve (m,n) = 1 olmak
tizere a"" geklindedir. O halde (n, k) = 1 dir. Tersine (k,n) = 1 olmak tizere f; doniigiimiini diigiinelim.

fr(a) = a®, G nin iiretici elemani olup f;, 6rtendir. Ayrica f, 1-1 bir homomorfizmadir. Yani f;, € O(G)
dir. Sonu¢: O(G) ={ fr | 1 <k <n,(n,k)=1}. O

Ornek 4.29 Zg min otomorfizmalar grubunu belirleyiniz.

Coziim:
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|Z6| = 6. O(Ze) ={ fr | 0 <k <6,(k,6) =1} ={f1, f5 } dir.

f1(0)=1-0=0 f5(0) =
)y =1-1=1 " f5(1) =
h@)=1-2=2 f5(2) =
h(3)=1-3= f5(3) =
fi(d) =1-4= f5(4) =
Hi(B)=1-5= f5(5) =

Odev: Z;; in otomorfizmalar grubunu belirleyiniz.

Ornek 4.30 G bir grup olsun. |O(G)| = 1 ise G nin bir abelyen grup oldugunu gésteriniz.

Coziim:

0=
1=
-2=4
.3 =
4 =
.5 =

OG)={f]|f:G— G otomorfizma }. |O(G)| =1 = G — G bir tek otomorfizma vardir, o da I

dir. O zaman G nin eleman sayist 1 veya 2 dir. Yani G abelyendir.

Teorem 4.31 C),,n. mertebeden devirli grup ise C,, = Z, dir. C sonsuz devirli grup ise Coy = Z
dir.

ispat:

C, = {e,a,aQ, .. ,a”fl} olsun. f : C, — Z,, doniisiimiinii 0 < k < n — 1 olmak iizere f(a*) = k

olarak tammlayalim.

Her k € Z,, ={0,1,.

fla*) =
f(aka™)

f(@™) = k=m = a* = a™ olup f 1-1 dir.

= f(a') [buradat=k+m (modn)] =t==k+m (modn)= f(a*)+ f(a™)

= f bir homomorfizmadir.

— f bir izomorfizma olup C,, = Z,, dir.

..,n—1}icin f(a¥) = k olup f értendir. (a® = e kabul edildi.)

Simdi f : Coo — 7Z doniisiimiinii f(a*) = k seklinde tanimlayalim.

fla™a™) = f(a"™™) =n+m = f(a") + f(a™) olup f bir homomorfizmadir.

fla™) =

f(a™) = C« sonsuz devirli oldugundan n = m dir.

Cs sonsuz devirli grup oldugundan her n € Z igin a” € Cy ve f(a"™) = n olup f ortendir. O halde

Coo = 7.

Ornek 4.32 Zg’in otomorfizmalar grubu olan O(Zg)’i belirleyiniz.

Coziim:

ol

g
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8 ile aralarinda asal olan sayilar 1,3,5 ve 7 dir. O halde O(Zg) = { f1, f3, f5, f7 } dir. Mesela f3 elemanim

yazalim.

f3(0)=3-0=0 f3(4)=3-4=4
f5(1)=3-1=3  f3(5)=3-5=7
f3(2)=3-2=6 f3(6)=3-6=2
f3(3)=3-3=1 f3(7)=3-T=5

Ornek 4.33 G devirli ve mertebesi sonsuz olsun. Bu durumda G nin otomorfizmalar grubunu belir-
leyiniz.

Coziim:

G devirli oldugundan bir @ € G icin G = (a) dir. f : G — G bir k € Z icin f(a) = o dir. f
otomorfizma oldugundan 6rtendir. O halde a € G igin &yle bir b € G vardir ki f(b) = a olur. G devirli
oldugundan bir r € Z i¢in b = a” olmalidur.

f)y=fla)=a= (a"VF=a=a*=a= k=71

k =1 oldugunda f(a) =a = f =1,

k = —1 oldugunda f(a) = a~!.

Yani O(G) ={1I,f | f(a)=a"'}.

Ornek 4.34 f:G — S bir grup homomorfizmasi ve Cek(f) = { e} olsun. Her a € G igin a ile f(a)
nin derecelerinin ayni oldugunu gésteriniz.

Coziim:

la| = m olsun. [f(a)]™ = f(a™) = f(e) = eg olur. Acaba [f(a)]" = ep olacak gekilde n < m dogal
sayist var midir? Oldugunu kabul edelim = [f(a)]" = f(a™) = ep olup Cek(f) = {e} oldugundan

a™ = e olur. Bu da |a| = m olmas ile celigir. Buradan |f(a)| = m elde edilir.

ALISTIRMALAR

1.G=(Q\{0},")olsun. f : G — G, f(x) = |z| seklinde tamimlansin. f nin bir grup homomorfizmasi
oldugunu gosterip Cek(f) yi bulunuz ve G/ Cek(f) yi yazinz.

2% 2 _ a b . . . o1 . . . . 2% 2
2. M = al a,b,c,d € R p kiimesi bilinen matris toplami ile bir gruptur. f : M —

R

(R, +) doniigtimii
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seklinde tanimlaniyor. f nin bir grup homomorfizmasi oldugunu gésterip Cek(f) yi bulunuz ve M?*?/ Cek(f)

yi yaziniz.

3. f: G — G doniisiimii her a € G icin f(a) = a~! geklinde tanimlansin. f nin bir grup homomor-

fizmasi olmasi icin gerek ve yeter sart G nin abelyen olmasidir. Gosterin.

4. G = (x) herhangibir devirli grup olsun. f : G — (Z, +) doniisiimii f(z") = n geklinde tanimlansin.

f bir homomorfizma olur mu? Eger olursa Cek(f) yi yaziniz.
5. ¢: C — C,¢(x + iy) = x — iy doniligiimii toplamsal C grubunun bir otomorfizmasidir. Gosteriniz.
6. f: G — H orten bir izomorfizma olsun. N 9 G ise f(N) < H oldugunu gdsteriniz.

7. G = C\ {0} carpma iglemi ile bir gruptur. H = {2 x 2 tersi olan reel matrisler } de bilinen ma-

tris carpum ile bir gruptur. ¢ : G — H,¢(a + ib) = [Z
a

] ile tanimlanan déniigiim bir grup
homomorfizmas1 midir? Bu déniigiim G ile H yi izomorfik yapar mi?

8. f : G — H bir grup homomorfizmas: olsun. K <1 H ise f~}(K) <1 G oldugunu gésterin.

9. G=(C\{0},)) ve H=(R",-) olsun. z =z +iy icin ¢ : G — H, $(z) = |z| = /22 + y? olarak

tammlanan doniigiim bir homomorfizma midir? G ile H yi izomorfik yapar mi?

10. R* = R\ {0} olmak iizere f : (R,+) — (R*,-), f(x) = 5% olsun. f nin grup homomorfizmas
oldugunu gosteriniz. Cek(f) yi bulunuz. f 1-1 ve 6rten midir? R/ Cek(f) yi yazimz.

ALISTIRMALARIN COZUMLERI

COZUM 1. z,y € G icin
f(zy) = |zy| = || |yl = f(z)f(y)

olup f bir homomorfizmadir.

Cek(f) = {z e G: f(&) =] =1} = {1,-1}

olup
G/Cek(f) ={Cek(f) z:2e€G}={{z,—x}:z € G} dir.
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