BOLUM 4

ALTGRUPLAR

Bu bolimi bitirdiginizde,

e altgrup kavramini

e altgruplarin temel O0zelliklerini

e bir grubun bir alt kimesinin ilirettigi grubu

e iirete¢ kavramini

e devirli grup kavrami ve devirli gruplarin bazi 6zelliklerini
e mertebe kavramini

e merkez, merkezleyici,eglenik kavramalarini

O0grenmig olabileceksiniz.
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Simdiye kadar verdigimiz grup ornekleri arasinda oyle grup ikilileri
var ki bu gruplardan birinin her elemani diger grubun elemanidir ve
ikili iglemi de diger grubun ikili iglemi ile aynidir. Ornegin, toplam-
sal gruplar olarak Z ve Q bu Ozellige sahiptir; clinkii, Z C Q dur ve
m,n € Z icin m + n toplami, Z icinde de Q icinde de ayni degere
sahiptir. SL(n,R) ve GL(n,R) gruplan da aym o6zellige sahiptir. Bu
boliimde, ¢ok sik kargimiza c¢ikan bu durumla ilgili deyim ve gosterimleri
sunacagiz ve genel sonuclar elde edecegiz.

Agagidaki tanimla ilgili olarak, bir G grubunun ikili igleminin
G x G den G ye bir fonksiyon oldugunu animsayiniz. Ayrica, gruplarla
ilgili genel tartigmalarimizi ¢arpimsal gosterim kullanarak yaptigimizi
unutmayiniz.

Tanim 1. G bir grup ve H C G olsun. G nin ikili igleminin
H x H ye kisitlanisi H tizerinde bir ikili iglem oluyorsa, bu takdirde,
H altkiimesi G' nin ikili iglemine gore kapalidir denir. Bu durumda, H
tizerinde ortaya cikan ikili isleme, G den indirgenmis ikili islem denir.
O

Tanim 2. G bir grup ve H C G olsun. Eger H, G nin ikili iglemine
gore kapali ve GG den indirgenmis ikili iglem ile bir grup ise, bu takdirde,
H ye G nin bir altgrubu denir ve H < G yazilir. O

Ornek 1. Kolayca goriilebilir ki toplamsal grup olarak z < Q <
R < C; ¢arpimsal grup olarak Q* < R* < C* ve SL(n,R) < GL(n,R)
dir. Ancak, Q" £ R dir; ¢iinkii, Q" C R ve Q*, R nin ikili iglemine
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(toplamaya) gore kapal olmakla beraber, < Q*, 4+ > bir grup degildir.
O

Ornek 2. Toplamsal Z grubu icinde tiim c¢ift sayilardan olusan
kiime, Z nin bir altgrubudur. Ciinkii, cift sayilar kiimesi toplama
iglemine gore kapalidir ve (g.1), (g.2), (g.3) kosullar saglanmaktadir.
Bu altgrup, 27 ile gosterilir. Daha genel olarak, her m € Z i¢in

mzZ ={mk: k € 7}

tamimlanirsa, mZ < Z olur. Hangi m ler i¢cin mZ = 7 dir? O

Ornek 3. Her G grubu icin G < G ve {e} < G dir. Eger H < G
fakat H # G ise, H ye G nin bir ozaltgrubu denir ve H < G yazilir.
Sadece birim eleman e den olugan {e} grubuna birim grup (trivialgrup)
adi verilir. O

Bir grubun bir altkiimesinin altgrup olup olmadigi arastirilirken
grup tanimindaki bazi kosullarin kontrol edilmesi gerekmez; ¢iinkii, bu
kogullar kendiliginden saglanir. Daha acik bir ifadeyle,

Onerme 1. G bir grup ve H C G ise, H < G olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul,

(i) ee H ve (i1) v,ye H=—= a2yt € H

olmasaidar.

Kamit. H < G ise, (i) ve (ii) kogullarinin saglanacag agiktir. Kar-
sit olarak, (i) ve (7i) saglaniyor ise, her y € H i¢in (e € H oldugundan,
(i1) uygulanarak) ey~! = y=! € H oldugu; sonra da her x,y € H igin
(y=' € H oldugundan, yine (i4) uygulanarak) z(y~')~! = 2y € H
oldugu goriiliir. Boylece, H, G nin ikili iglemine gore kapalidir ve
(g.2), (g.3) kosullar1 saglanmaktadir. (g.1) kogulu da kendiliginden
saglandigindan, H < G dir. .

Soyut cebire yeni baslamis 6grencilerden cogu, Onerme 1 yerine aga-
gidaki onermeyi tercih ederler.
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Onerme 2. G bir grup ve H C G ise, H < G olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul,

(i)H#0, (i)z,ye H=2yeH ve (i)xeH—=a2"'€H
olmasudar.

Kamit. H < G ise, (i) , (i7) ve (i77) nin saglandigr agiktir. Kar-
sit olarak, (7) , (i7) ve (i7i) saglaniyorsa, (i) den H iginde en az bir
z elemam bulundugu; (#4i) den, 2! € H ve (ii) den, za~! = e € H

oldugu goriiliir. Simdi her z,y € H igin, (iii) den, y~" € H ve (ii) den,
zy~ ' € H oldugu goriiliir. Boylece, Onerme 1 e gore H < G dir. .

Eger altgrup adayi olan H altkiimesi, G grubunun bir sonlu altkiimesi
ise, asagidaki onermeden goriilecegi gibi, H nin altgrup olup olmadigini
aragtirirken yapilacak is daha da kolaydair.

Onerme 3. G bir grup, H C G ve H sonlu ise, H < G olmast i¢in
gerek ve yeter kosul,

(i) H#0 ve (i) z,ye H=xye H
olmasaidar.
Kanit. Qereklilik agik oldugu icin sadece yeterliligi kanitlayalim.
Bunun i¢in, Onerme 2 ye gore sadece her z € H icin 2! € H oldugunu

kanitlamak yeter. H = {ay,as,...,a,} ve x € H olsun. Bu takdirde,
her s =1,...,n i¢cin xa; € H dir ve ayrica

Ta; = x0; = a; =0 =—> 1 =]
olacagindan, 7 # j i¢in za; # xa; dir. Boylece,
H = {zay,zaq,...,xa,}
olmaldir. O halde, uygun bir k icin, za;, = e dir ve 27 = a;, € H

oldugu goriiliir. .

Onerme 4. A, bir G grubunun altgruplarindan olusan, bos ol-
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mayan bir aile olsun. Bu takdirde, H = ( H de G nin bir alt-
HeA

grubudur.

Kanit. Her H € A igin H < G oldugundan, e € H dir. O halde,
e € H dir. Ayrica, x,y € H verildiginde, her H € A icin z,y € H ve
dolaysiyla, xy~' € H olacagindan, zy~' € H olur. Onerme 1 e gore,
I_{ S G dir. ]

Tanim 3. G bir grup, S C G olsun. G nin S yi kapsayan altgrup-
larindan olusan

A={H:H<G,SCH}

ailesini alalim ve
<S>= N H
HeA

tanimlayalim. < S > altgrubuna, S nin G i¢inde urettigi altgrup ve S
kiimesine de bu altgrubun bir drete¢ kiimesi denir. Eger G =< S > ise,
G grubu, S tarafindan tretilmistir denir; G =< S > ve S kiimesi sonlu
ise, G bir sonlu dretilmis gruptur denir. S sonlu ve S = {xy,...,2,}
ise, < S >=< x1,...,2, > yazihr. S = {z} ise, < S >=< 2z >
altgrubuna G nin z tarafindan tiretilen devirli altgrubu (veya G iginde
x in trettigi devirli altgrup); x elemanina da bu devirli altgrubun bir
uretect denir. O

Bir grup icinde bir altkiimenin iirettigi altgrup veya bir elemanin
urettigi devirli altgrup asagidaki gibi de tasvir edilebilir.

Teorem 1. G bir grup, S C G ve x € G olsun. Bu takdirde,
(i) <0>={e},
(i) S#0ise, < S>={sl'sh?---s" :reN,n €2, €S},
(iii) <x>={a":ne€z}
dir.

Kanit. (i) 0 C {e} dir ve G nin her altgrubu, {e} yi kapsar. Bu
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nedenle, < () >= {e} dir.

(i) S#Dolsun. K ={s{'---s" :r €N,n; € Z,s; € S} alahm.

r

S C K oldugu agiktir. Diger yandan, H < G ve S C H ise, K C H
olacagindan, iddianin kaniti icin, K < G oldugunu gostermek yeter.
Gergekten, S # () oldugundan, en az bir s € S vardir ve dolayisiyla,
e =15 € K dir. Ayrica, K nin

x:S?l"'S:}T , y:tinlt’;cnk
gibi iki elemani verildiginde
ay~l =5 st ™
yine K nin bir elemamdir. Boylece, Onerme 1 den, K < G dir. (i)
nin kanitin1 okuyucuya aligtirma olarak birakiyoruz. .
Ornek 4. S = {6,15} C Q* icin,
< S>={2m3mt"5" . mn€z }
dir. O
Uyar1 1. Daha once de belirttigimiz gibi, okuyucunun, carpimsal
gosterimde verilmig olan tiim 6nerme, sonu¢ ve tanimlarin toplamsal
gosterimde kargihklarimi diigiinmesi ve ifade etmesi ok yerinde ola-
caktir. Ornegin, G
bir toplamsal grup, z € G ve ) # S C G ise,
<S>={ms1+---+n.8: reEN,n €%,8 €8S},
<zx>= {nx: ner}
olacaktir. O
Ornek 5. T = {6,15} Cz icin, <T >=<3>=3z dir. Bunu

gormek igin, (—2):-6+4+(1)-15=3ve6=2-3 , 15=3-5 olduguna
dikkat etmek yeter. O
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Tanim 4. Bir G grubunun < x >= G olacak bicimde bir x eleman1
varsa, GG ye bir devirli grup; v elemanina G nin bir 4reteci denir. O

Uyar: 2. G bir grup, € G olsun. Her ne kadar

o2 ot 20 ot 2%
sonsuz bir dizi ise de, < x >= {2" : n € Z} devirli grubunun eleman
sayisi sonlu olabilir (Neden 7). Ayrica, 2™z"™ = ™" = g"t™ = gng™
oldugundan her devirli grup bir Abel grubudur. O

Ornek 6. C* carpimsal grubu icinde < i >= {1,i,—1, —i}; R*
icinde
<g>={r":nez}, <-1>={1,-1};
ve toplamsal grup Z icinde
<2>={2n:n€z} =22, <-1>={-n:nez}=2=<1>

dir. Boylece, Z nin bir devirli grup oldugunu goriiyoruz. O

Tanim 5. G bir grup, x € G olsun. G kiimesinin kardinalitesine
G grubunun mertebesi denir. Mertebesi sonlu olan bir gruba sonlu
grup, mertebesi sonsuz olan bir gruba sonsuz grup denir. G icinde x
tarafindan tiretilen devirli altgrubun mertebesine x in mertebes: denir.
G nin mertebesi, |G| ile; © € G nin mertebesi, |x| ile gosterilir. O

Bolim 3’te verilen orneklerin cogunlugu sonsuz grup olmasina rag-
men, Ornek 3.1’de, mertebesi 2 olan bir grup 6rnegi vardir. Ornek 6'da,
C* grubunun ¢ elemaninin mertebesinin 4 oldugu; R* in 7 elemaninin
mertebesinin sonsuz, —1 elemaninin mertebesinin ise 2 oldugu; toplam-
sal Z grubunda 1 ve —1 in her ikisinin de mertebesinin sonsuz oldugu
goriilmektedir. Bir grubun birim elemaninin mertebesi 1 dir ve grup
icinde mertebesi 1 olan bagka eleman yoktur. Grup elemanlarinin mer-
tebelerinin sonlu veya sonsuz olugu soyle de belirlenebilir:

Teorem 2. G bir grup, x € G ise, asaqidaki kosullar denktir:

(1) x in mertebesi sonludur.
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(it) 2' = 27 olacak sekilde farkl i,j € 7 vardr.
(1ii) x" = e olacak sekilde bir r € N vardor.

Kanit. (i) = (i4) x in mertebesi sonlu ise, < x >= {2" : n € Z}
sonlu oldugundan, z° = 27 olacak bicimde i # j tamsayilar1 vardir.

(it) = (iti) a° = 29, i,j € Z ve i > j olsun. Bu takdirde,
r=i—jENves =27 =gr77 =air77 = 2% = e olur.

(1it) = (i) 2" = e olan en kiigiik 7 € N sayisinin secildigini
varsayalim ve her n € Z ic¢in bolme algoritmasi ile

n=qr+k ; ¢k€Z; 0<k<r—1
yazalim. O zaman,
g = g0k = ()igk = g
ve sonuc olarak,
<z>={az":nez}={a":0<k<r—-1}

elde edilir ki bu, z in mertebesinin sonlu oldugunu gosterir. .
Teorem 2 nin agagidaki iki sonucunu kanitsiz olarak ifade ediyoruz:

Sonug 1. G bir grup, © € G olsun. x in mertebesinin sonsuz olmas:
icin gerek ve yeter kosul, heri,j €7 , i # j icin ' # 27 olmasidir. =

Sonug 2. G bir grup, x € G , m € N olsun. Bu takdirde, |x| = m
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, x™ = e olmast ve m nin bu o6zellige
sahip en kucuk dogal sayr olmasidur. .

Teorem 3. G bir grup, |x| = m olsun. Bu takdirde,

(i) <z>={emx 2% ... 2™ 1}
(i) r € igin, 2" =e<=m |,

(449) 4,j € Z igin, 2" = 2! <= m | (i — j).
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Kanit. Sadece (i) yi kanitlayip diger kisimlarin kanitini okuyucuya
birakiyoruz. r € Z ; " = e olsun. Bolme algoritmasi ile

r=mq+k;qke?Z , 0<k<m

yazalim. Bu durumda, e = 2" = 2™tk = (z™)%2% = 2% | 0 <k <m
olacagindan, Teorem 2 nin ikinci sonucuna gore, k = 0 ve m | r. Karsit
olarak, m | r ve r = mq olsun. O zaman, 2" = 2 = (2™)? = e olur. =

Bu boliimii baz1 standart altgrup ornekleri iceren onermelerle ka-
patiyoruz.

Onerme 5. Her G grubu i¢in
M(G)={zeG: heryedG iginzy=yz}

kimesi G nin bir altgrubudur.
Kanit. Alistirma. Onerme 1 i kullanimiz. .

Tamm 6. Bir G grubu icin Onerme 5’te tammlanan M (G) alt-
grubuna G nin merkezi denir. O

Gergekte, her G i¢in M(G) bir Abel grubudur. G grubunun Abel
grubu olmasi, M(G) = G olmas: i¢in gerek ve yeter koguldur.

Onerme 6. G bir grup, v € G ve H < (G ise, asaqidaki kiimelerden
her birt G nin bir altgrubudur:

Me(x)={yeG:oy=yx} , v 'Hx={z"‘he:h e H}.

Kanit. ex = ze = z oldugundan, e € Mg(x) tir. Her y,z € Mg(x)
icin xy = yx , vz = zx oldugundan,
x(yz) = (xy)z = (yo)z = y(vz) = y(zz) = (y2)x
ve buradan, yz € Mg(z). Ayrica, her y € Mg(z) igin zy = yx
oldugundan,

vyt =e(ey™") = (y 'y (ay) =y (yx)y!

=y ey =W )y ) =y e)e=y "
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ve buradan, y~! € Mg(x). Boylece, Mg(z) < G dir. 27 'Hx < G
oldugunu kanitlamak i¢in agagidaki gozlemler yeterlidir:

e € H oldugundan z~'ex = e € 27 'Hux,
zlax, 27 bx € 7' Hr = (7 'ax)(z7'bx) = 2 'abx € 27 'Huz,
rlax € 27 Hr = (z7tax) ' =27 'a 'o € 27 ' Ha. .
Tanim 7. Onerme 6’da tanimlanan Mg (z) altgrubuna z elemanimin

G i¢indeki merkezleyicisi, x ' Hx e de H nin (G iginde) e gore eslenigi
denir. O
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