4. DEVIRLI ALT GRUPLAR

Tammim 4.1. M, bir G grubunun bir alt kiimesi olsun. M yi kapsayan, G nin biitiin alt
gruplarinin ara kesitine M nin irettigi (dogurdugu) alt grup denir ve <M > ile gosterilir. M
nin elemanlarma da <M > grubunun iiretecleri (doguraylari) denir.

Onerme 4.2 : G bir grup ve M =G olsun. Bu takdirde
i) M =0 veyaM = {e;} ise <M >={e;} dir.
i) M= ise, <M >={a*.a}..a":a eM,reN,n eZ,i=12,..r} di.

Ispat :
pi) & <{e;} ve G nin her alt grubu e, yi kapsadigindan ( @ ) = {e;} dir. Ayrica
M = {e;} ise <M >={e;} oldugu agiktir.

i) H={a"ay..a":a eM,reN,n €Z,i=12,..r} kimesinin G nin bir alt grubu
oldugunu gosterelim: a=a".a®..a" ve b=b™b*..bM™ olmak iizere a,beH i¢in ab™ =
ar.ay..a’".b;,™.b,™h ™ eH oldugundan H <G dir.
meM alalim. m yi kendinin bir kuvvet ¢arpimi olarak diisiinerek yani H nin tanimindan
r=1ve n =1 alarak me H bulunur. Su halde M c H dir. H <G oldugundan, <M >c H
elde edilir.

Tersine H <M > kapsamasini gosterelim:

a=a"ay..a" eH alalim. a,a,,..a eMc<M> ve <M > bir grup oldugundan bu
elemanlarin kuvvetleri ve bunlarin ¢arpimi da <M > de kalir.

Suhalde a=a".a}..a" e <M >, yani H < <M > elde edilir. Sonug olarak H =<M > dir.

Uyari: G toplamsal grupve @ = MC G ise < M >= {nya,; + -+ n,a, : reN,n;eZ,a;eM }
dir.

Tammm 4.3 : Bir G grubu i¢in, G=<M > olacak sekilde bir M <G alt kiimesi
bulunabiliyorsa, G ye M ile iiretilmis grup denir. Eger M sonlu bir kiime ise G ye sonlu
iretilmis grup, M ={a} tek elemanli bir kiime ise G ye a ile iiretilmis devirli grup denir ve
G =< a > ile gosterilir.

Onerme 4.2 den G, a ile iiretilmis carpimsal devirli grup ise G=<a>={a":neZ} ve G,
a ile tiretilmis toplamsal devirli grup ise G =(a) = {na:n € Z} olacag agiktr.



Ornekler 4.4,
1) Z, 1 ile iiretilmis sonsuz devirli gruptur. Gergekten,
Z =<1>=<-1> oldugunu gorebiliriz.

2) G=4{1,i,—1,—i} grubu i ile iiretilmis 4. mertebeden bir (sonlu) devirli gruptur.

3) Z,={0,1,2,..,m-1}, 1 ile iiretilmis m. mertebeden bir devirli gruptur.

4) T={6,15} <Z igin <T>=3Z dir. (-1)12+15=3 ve 6=2.3, 15=5.3 oldugundan
<T >=3Z du.

5) Z de 5 in drettigi grup <5>={5n:ne Z} dir.

6) (Q,+) bir devirli grup degildir.

Ispat. (Q,+) bir devirli grup olsun. Su halde Q = <§) ve (p,q) =1 olacak sekilde S €EQ
vardir. % € Q oldugundan % = ns olacak sekilde 0 # n € Z vardir. Boylece % € Z celiskisi
elde edilir.

7) (Z,xZ,, +) yapisimn bir devirli grup oldugunu gosterelim.

V(a,b),(c,d)eZ,xZ, igin (a,b)+(c,d)=(a+c,b+d) islemine gore (Z,xZ,, + ) nmn bir
grup oldugu aciktir.

Simdi grubun devirli olup olmadigina bakalim. (1,1)e Z;xZ, elemanini g6z 6niine alalim.

1(1,1)=(1,2) 4(1,1)=(1,0)
2(1,1)=(2,2) 5(1,1)=(2,1)
3(1,1)=(0,3) 6(1,1)=(0,2)
7 (1,1)=(1,3) 10(1,1)=(1,2)
8 (1,1)=(2,0) 11(1,1)=(2,2)
9(1,1)=(0,1) 12(1,1)=(0,0) olup Z,xZ,=<(1,1)> oldugundan grup devirlidir.

8) a,beZ olsun.
a) aZ +bZ ={ak +bd :k,d e Z}< Z
b) a ve b+7a elemanlar1 aZ +bZ yi iiretir. Yani aZ +bZ =<a, b+7a> dur.



Coziim :
a) Agik.
b) ak +bl €eaZ +bZ = ak +bl =a(k —71) +(b+7a)l oldugundan
aZ+bZ=<a,b+ 7a > dir.

Not 4.5. Pozitif n tamsayisi igin 1<a<n ve (a,n)=1 olan a tam sayilarin sayist ¢(n) ile
gosterilir ve buradaki fonksiyona Euler fonksiyonu denir.

Euler fonksiyonunun su 6zellikleri vardir:

1) p asal ise ¢(p)=p-1

2) p asalve aeN ise ¢(p*) = p*—p** = pa(l—%).
3) (mn)=L ise ¢(mn) = H(m)p(n)

4) m= pi.pg...pi ise (m) = (PP )p(PE ). H(pF) = PP P (1—§1>...<1—pi)

r

Ornek 4.6. Z;, devirli gruptur. Z;, n mertebesi #(10) = #(2)#(5) =4 olan bir gruptur. Bu
grupta 3eZ, smfinin mertebesi 4 tir. Gergekten, 32=9,3°=7,3"=1. Yani 3 bir

iiretectir.
Not 4.7.

Euler Teoremi: me Z olsun. (a,m)=1 olan VaeZ i¢in a’™ =1(modm) veya a*™ =1

Fermat Teoremi : Ozel olarak m=p asal say1 ise p t a olacak sekilde VaeZ igin
aP™* =1(mod p) dir.

Ornekler 4.8.

1) Z,, bir devirli grup degildir. Vae Z igin a‘=1 olur. Halbuki, Z, mertebesi
#(15) = p()4(5) =8 dir.

2) n >3 olmak iizere A,, alterne grubu 3 uzunlugundaki devirler tarafindan tiretilmistir.

Ik olarak A, her elemaninin 3-lii devirlilerin bir ¢arpimi oldugunu gosterelim. f € A,
olsun. 1 <i<r ver gift tam say1 olmak iizere fi, f5, ..., f transpozisyonlar i¢in f =
fifs - f olur. Herhangi (ab) transpozisyonu i¢in

(ab) = (1a)(1b)(1a)



oldugundan m ¢ift tam say1r olmak tizere f = (1i;)(1iy)...(1i,,) elde ederiz. Fakat
(1iy)(1iy) = (1iyi,) oldugundan f lii devirlerin bir ¢arpimudir.

Her iiclii devir ¢ift permiitasyon oldugundan her ii¢li devir A, grubunu bir elemanidir.
Yukarida gosterdigimiz gibi A,, grubunun her elemani 3-lii devirlerin bir ¢arpimidir. Boylece
A, grubu 3-1i devirler tarafindan tiretilmistir.

Not 4.9. G=<a> olsun. a nin biitiin pozitif kuvvetlerini géz oniine aldigimizda iki durum
s0z konusudur.

Durum 1) a nin biitiin kuvvetleri birbirinden farklidir. Su halde, G sonsuz devirli gruptur.
Durum 2 ) a nin bazi kuvvetleri aynidir. Eger r>S tamsayilar1 igin a" =a° ise kisaltma
ozeligini kullanarak a"* =e bulunur. Pozitif tamsayilarin iyi sirali olusundan, a™ =e olan en
kiigiik pozitif tamsay: bulunabilir. Bu en kiigiik pozitif tamsay1 t ise G={a,a’,...,a' =€}
olur. Gergekten neZolmak iizere a"eG=<a> alalim.n yi t ile kalanli bolerek,
n=qt+r,0<r<t,3q,r eZ seklinde yazabiliriz

a® = aq” = (a')9a” = ea” = a” oldugundan a" e{a,a’,...,a"' =€} yani

G S {a,a? a3, ...,a* = e} bulunur. aeG oldugundan ters kapsama da dogrudur.

Tamim 4.10. G bir grup ve ae G olsun. a nin tirettigi <a> devirli grubunun mertebesine a
elemanmin mertebesi denir ve 0(a) veya |a| ile gosterilir. Su halde o(a),a" =e kosulunu

saglayan n >0 tamsayilar arasinda en kiigiik olanidir.

Onerme 4.11. G bir grup, aeG ve o(a) =n olsun. Su halde a™ = e © n|m dir.

Ispat : =:a"=e olsun. m yi n ile kalanli bdlerek, m=kn+r,0<r <n olacak sekilde
k € Z bulunabilir. o(a)=n oldugundan, a"=e ve e=a"=(a")*a" =a" bulunur. Fakat
O<r<n ise a' =e olmast N nin bu kosulu saglayan en kiiglik pozitif tamsay1 olmasi ile
celigir. Su halde r =0, yani n|m olmalidir.

< n|lmolsun. m=nk,k eZ ise a" =(a")" =e* =e olur.

Onerme 4.12. G=<a>, n. mertebeden bir devirli grup olsun. a° nin G nin bir iireteci
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (s,n) =1 olmasidir.

fspat : =:a°, G nin bir iireteci ise G=<a>=<a®> dir.ae<a’>=a=(a’)',3teN.

Kisaltma &zelligi kullanarak, a®* =e ve Onerme 4.11 den n|st — 1 bulunur. Su halde, bir

yeZ igin st—1=ny ve boylece st—ny =1 olacagindan (s,n) =1 elde edilir.



< (s,n)=1 olsun. Su halde xs+ny=1 olacak sekilde 3x,yeZ. Bdylece
a = (a®)*(a™)Y = (a®)* € (a®) olacagindan G=<a>c<a’> dir. a°*e<a> oldugundan

<a’® >c<a>=G oldugu da agiktir. Boylece G =<a® > dir.
Onerme 4.13. G =<a > bir sonsuz devirli grup ise iiretecleri a ve a™ dir.

Ispat : a°,G =<a> mn bir iireteci ise (a°)* =a olacak sekilde Ix € Z. Buradan <a> nin
sonsuz devirli grup olmasi nedeniyle sx=1 yani s=%1 bulunur.
Onerme 4.14. Devirli bir grubun her alt grubu da devirlidir.

Ispat : G=<a> ve H<G olsun. H={e} ise H nin e ile iiretilen bir devirli grup oldugu
aciktir.

H ={e} ve n=0 tamsayisi igin a" e H olsun. H <G oldugundan, (") =a™" e H
dir. Su halde genelligi bozmadan n>0 olmak {izere a" € H kabul ederiz. Pozitif tamsayilar
iyi sirali oldugundan a® € H olacak sekilde en kiigiik pozitif tamsayr S olsun. Bu durumda
H =<a® > olacagini gosterelim. a°* e H ve H <G oldugundan <a® >C< H dur.

Tersine bir a" e H alalm. n yi s ile kalanli bélerek n=qs+r,0<r<s,3q,reZ
seklide yazalim. Su halde

a™ = (a*)%a” ve boylece a" =a"(a®)"? € H olur. Fakat O<r<s ve a"eH
olmasi S nin se¢imi ile ¢eligir. Bu durumda r =0 ve bundan dolayr n=gs bulunur. Buradan

a" =(a%)" e<a’ >, yani H € (a®) bulunur. Her iki kapsamadan da H =<a® > bulunur.

Onerme 4.15 G =<a> bir sonsuz devirli grup ise alt grubu da bir sonsuz devirli gruptur.

Ispat : Onerme 4.14 e gore devirli bir grubun her alt grubu da devirlidir. Simdi sonsuz bir
devirli grubun her alt grubunun da sonsuz olacagini gosterelim. H < <a >olsun. Onerme

4.14 de a° e H olan en kiigiik pozitif tamsay1 S ise H =<a® > oldugunu gostermistik. <a >
sonsuz bir devirli grup oldugundan, a nin biitin kuvvetleri dolayisiyla a°® nin biitiin
kuvvetleri farklidir. Su halde H =<a® > de bir sonsuz devirli gurp olur.

Onerme 4.16. G bir grup, a<G ve o(a) =n olsun. o(am)=L dir.

(m,n)

Ispat: aeG , o(@)=n ve (m,n)=d olsun. m=dm’ ve n=dn’ ise (m’,n") =1 olur.

o(@™) = Ln) =n’ oldugunu gosterelim. o(a™) =k olsun.

)



(a™k = a™* = e = 0(a) = n|mk=n"/mk
ve (n,m)=1 oldugundan 7|k bulunur. Diger taraftan (a™)" = a™%" = ()" =e =
n

o(a™) = k|n bulunur. Su halde, o(a™)=k=n'=
(m,n)

dir.

Onerme 4.17. G mertebesi m olan sonlu devirli grup olsun. Su halde G grubunun m nin her
pozitif d bdleni i¢in mertebesi d olan tek bir alt grubu vardir.

Ispat. G = (a) ve d, m nin bir pozitif boleni olsun. Su halde m = kd olacak sekilde k € Z

ol@ _m _ . o
em)  k =d elde edilir. H = (a*)

olsun. Béylece |H| = o(a*) = d elde edilir. Sonug olarak mertebesi d olan bir grup elde
etmis olduk. Simdi H nin tek oldugunu gosterelim.

K mertebesi d olan bir alt grup ve t de a® € K olacak sekilde en kiigiik pozitif tam say1
olsun. Bundan dolay1 K = (a®) dir. K nin mertebesi d oldugundan o(at) = d dir. Onerme

4.16 den d = o(at) = % ve boylece (t,m) = % = k elde ederiz. Buise k/t oldugunu ve

boylece t = kl olacak sekilde [ € Z vardir. Bundan dolayr af =a* = (a®¥)'!€H ve
boylece K € H elde ederiz. Fakat |K| = |H| oldugundan ve H, K alt gruplart sonlu
oldugundan H = K olur. Bdylece mertebesi d olan tek bir alt grup vardir.

vardir. Boylece a® € G ve Onerme 4.16 dan o(a*) =

Ornekler 4.18.

1) G=<Xx> ve |<Xx>|=30 ise <X> in alt gruplari sunlardur.
<x'>=<x>={e,Xx,... x*}
<x?>={e,x’,..., X}, |<x*>]=15
<x®>={e,x%,..., x"}|< x* >=10
<x*>={e,xX°,... x*}|< x> >=6
<x*>={g,x%..,x*"} < x* >=5
<x>={e,x°, x*}|< x° >}=3
(x1) = {e,x™}, [(x™*)|=2

(x%%) =(e) ={e}, (x*)] =1

2) Z,, un tiim alt gruplart sunlardur.
<0>={0}, [<0>[=1
<1>={0,1,...,29}, |<1>|=30
<2>={0,24,...,28}, [<2>=15
<3>={0,3,...,27}, |<3>=10
<5>={0,5,...,25}, |<5>|=6
<6>={0,6,...,24}, |<6>|=5
<10> ={0,10,20}, [<10>|=3
<15> ={0,15}, |<15>|=2



3) G=<a>, 20. mertebeden bir devirli grup ise biitiin iireteglerini ve alt gruplarini bulalim.

0(a) =20 oldugundan G=<a> nm firetecleri sayis1 ¢(20)=¢(2°)p(5)=2.4=8 tanedir.
Bunlar (r,20) =1 ve 1<r <20 olmak {izere a" lerdir. Yani

G=<a>=<a’>=<a’ >=<a’>=<a''>=<a® >=<a’ >=<a"° >

Alt gruplarinin sayis1 da 20= 25 nin pozitif bélenlerinin sayis1 yani ¢(20) =2.3=6 dir. d|20

20/d

olmak tizere, d. mertebeden alt grup <a™“ > ile belirlidir.

4) G bir grup, H=<a> ve K=<b> sirasiyla m. ve n. mertebeden alt gruplari olmak
tizere (m,n)=1 olsun. H X K, mn mertebeden devirli bir gruptur.

Gergekten, |(a,b)|=d olsun. (a,b)™ =(@™,b™)=(e,e) oldugundan d|mn dir. Aym
zamanda, (e,e)=(a,b)’ =(a’,b") oldugundan a® =e=b" dir. Béylece m|d ve n|d den
mn|d elde edilir. Sonu¢ olarak mn=d dir. o(H X K) = mn oldugundan (a,b) elemani
H X K grubunu iretir. Béylece H X K =<(a,b) > dir.

5) 4. 6rnekten (m,n) =1 ise Z,, X Z,, grubu devirlidir.

Ornek 4.19. D, = (x,y:x" = y? = e,xy = yx™ ') grubuna Dihedral grup denir. Simdi
D, ={y/x"0<i<n,j=01} oldugunu gosterelim :

xy = yx™ 1 olmas1 x2y = xyx™ 1 = yx2™~D olmasim gerektirir. Bu sekilde
devam edersek i =0,1,2,..,n—1 icin x'y = yx!®™ D  elde ederiz. Fakat x" =e
oldugundan 0 < k < n — 1 olmak iizere x'y = yx!® D = yx~i = yx* dir. Boylece

D, ={e,x,x? .. x" Ly, yx, ., yx" 1} = {y/x:0<i<n,j=01} oldugu goriiliir.

Tammm 4.20. |a| =4, a?=b? ve ba = a3b ise G grubu a ve b tarafindan iiretiliyorsa
(Yani G = (a,b) ise) G ye Quaternion grup denir.

Ornek 4.21. T, ¢ kompleks sayilar kiimesi iizerinde 2 X 2 lik terslenebilir matrislerin bir

kiimesi olsun. T bilinen matris ¢arpimi altinda bir gruptur. T grubunun A = [_01 é

B = [(L) (l)] ile iiretilmis alt grubu G olsun. Su halde |A| =4, A> = B> ve BA = A®B

[ e

oldugundan G nin bir Quaternion grup oldugu goriiliir.

Onerme 4.22. v uzunlugundaki bir devirin mertebesi r dir.

Ispat: f = (iyi, ...i,,) Yi r uzunlugundaki bir devir kabul edelim. 1 < k, j < r igin
jHk v ise fH(i) = iju



jHk=roise (i) = fapes
dir. Buradan f"=e ve 1=t<r igin f'+# e oldugu goriilir. Bu durumda f nin
mertebesi  dir.

Onerme 4.23. Bir f €5, permiitasyonunun mertebesi, ayrildigi ayrik devirlerin

uzunluklarinin ekok dir.

Ispat : f nin ayrik devirlere ayrilist f = cyc;, ...cs olmak iizere c¢; devirinin uzunlugu t; ve
ekok(t, ,ts, ... ,t.) =m olsun. ayrik devirlerin ¢arpim1 degismeli oldugundan
fm=clcl ..c dir o(c,)= t; oldugundan c¢;™ = cJ' = --- = ¢ = e dir. Buradan
fm =e dir.

Diger taraftan f nin ¢; deki sayilara kisitlanis1 ¢; yi verdiginden f™ = e olmasi
her i = 1,2, ..5i¢in ¢]' = e olmasini gerektirir. Su halde t;| n dir. Boylece f™ = e olan en

kii¢iik pozitif tam sayinin ekok (t,, ...,t.) = m oldugu goriiliir.

Ornek 4.24. = (34)(125) = o(f) = ekok(2,3) =6 ve
g = (34)(1235) = (12435) = o(g) =5

SORULAR

1) (Q — {0},.) grubunun devirli olmadigin1 gosteriniz.

2) (Q —{0},.) carpimsal grubunda (%) devirli alt grubunu belirleyiniz.
3) Devirli gruplarin degismeli oldugunu gosteriniz.

4) Devirli olmayan sonlu gruba 6rnek veriniz.

5) Devirli olmayan sonsuz gruba 6rnek veriniz.

6) Mertebesi 3 olan grubun devirli oldugunu gosteriniz.

7) Yalniz bir tireteci olan gruba 6rnek veriniz.

8) Her 6z alt grubu devirli olan grup devirli midir ? Neden ?

9) G birgrup ve a € G ise {(a) = (a~1) oldugunu gosteriniz.



10) G bir grup ve abe G olsun. Su halde (a,b) = (a,ab) = {(a"1,b~1) oldugunu
gosteriniz.

11) G bir grup ve a,b€ G ise |a| = |bab™!| oldugunu gdsteriniz

12) Sifirdan farkli kompleks sayilarin ¢arpimsal alt kiimesi C* i (i) devirli alt grubuna H
diyelim. H nin elemanlarin1 ve mertebesini belirleyiniz.

13) Soru 7 deki H grubunun devirli alt grubu ((1+i)/v/2) nin elemanlarim yaziniz,
mertebesini belirleyiniz.

14) Asagidaki gruplarin mertebelerini belirleyiniz.
(a) Z3y un 25 ile iiretilen devirli alt grubu,
(b) Z4, un 30 ile iretilen devirli alt grubu.
15) Asagidaki gruplarin tiim alt gruplarinin mertebelerini belirleyiniz.

(@) Zg
(b) Zg

(€) Z1

(d) Zy,

(€) Zyo
16)(Z4o, +) Ve (Z4",') gruplarinda 5 elemanin mertebelerini bulunuz.
17) Z, ¢ grubundaki tiim elemanlarin mertebelerini bulunuz.
18) 36. mertebeden devirli bir grubun tiim alt gruplarini ve tireteglerini belirleyiniz.
19) Z, X Z, grubunun mertebesi 4 olan alt gruplarini bulunuz.
20) Z, X Zg grubunun {(2,4), (3,2)} alt kiimesinin {irettigi alt grubu belirleyiniz.
21) (Z,+) grubunda ({4,6}) alt grubunu belirleyiniz.

22) (Z,+) grubunda m,n € Z olmak iizere (m) N (n) grubunun iiretecini bulunuz.

23) G bir grup ve ab=ba olacak sekilde a,b€ G olsun. o(a) =n,o(b) =m ve (m,n) =1
ise o(ab) = mn oldugunu gosteriniz.

24) S; grubunda |a| = |b| = 2 ve |ab| = 3 olacak sekilde a, b € S; bulunuz.

25) S5 devirli grup mudur ? Neden ?



26) a = (1234),b = (24) € S, olsun.
i) o(a) ve o(b) yibulunuz.
ii) ba =a3b = a"1bh oldugunu gosteriniz.
iii) S, de H = (a, b) yi bulunuz.
iv) |H| yibulunuz.

27) Klein 4-li grubunu tiim alt gruplarini bulunuz.
28) M(D,,) Yi belirleyiniz.

29) G, |a| = 4, a®=b? ve ba = a®b olmak iizere @ ve b tarafindan iiretilen bir Quaternion
grup olsun. Asagidaki ifadeleri ispatlayiniz.

)} G grubunun her elemaninin 0 < i < 4,0 < j < 2 olmak iizere a‘b’ seklindedir.
i) G grubunun eleman sayisi 8 dir.
iii) G degismeli olmayan bir gruptur.

1 n

30) GL(n,R) grubunun H = {[0 1

] ‘meZ } alt kiimesinin bir devirli alt grup oldugunu

gosteriniz.
31) G ={a+bV2 :ab € Z} toplamsal grubu devirli midir?

32) G bir grup ve H ve K da alt gruplart olsun. H U K < G olmasi i¢in gerek ve yeter
kosulun H € K veya K € H olmasidir. GOsteriniz.

33) G =(g) ve H=(h) iki devirli grup olmak tizere G X H = ((g, e), (e, h)) oldugunu
ispatlayiniz.

34) G bir grup, H ve K da G nin alt gruplar1 olsun. HK < G olmasi i¢in gerek ve yeter
kosulun HK = (H U K} oldugunu gdsteriniz.

35) p Ve q iki farkli asal say1 olsun. Z,, grubunun kag tane devirli alt grubu vardir?
36) p asal sayr, r > 0,7 € Z olsun. Z,r devirli grubunun kag tane iireteci vardir?

37) Asagidaki ifadeler dogru / yanlis midir? Dogru ise ispat ediniz, yanlig ise bir 6rnek
bularak sebebini a¢iklayiniz.

(a) Her degismeli grup devirlidir.

(b) Q toplamsal devirli gruptur.
(c) Devirli bir grubun her elemani grubun tiretecidir.
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(d) Verilen her n > 0 igin n. mertebeden en az bir degismeli grup vardir.

(e) Mertebesi< 4 olan her grup devirlidir.

(F) Z,( nin tiim tiretegleri asal sayilardir.

(9) H ve K, G grubunun iki alt grubu ise H N K, G nin alt grubudur.
(h) Mertebesi> 2 olan her devirli grubun en az iki farkli iireteci vardir.
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