BOLUM 6

DEVIRLI GRUPLAR

Bu bolimi bitirdiginizde,

Devirli grup, devirli grubun iireteci

Sonlu ve sonsuz devirli gruplar ve bunlarin iiretegleri

e 7 ve Z, devirli gruplari ve bunlarin iretegleri

Devirli grubun bir elemaninin mertebesi

Bir devirli grubun altgruplari, altgruplar kafesi

hakkinda bilgi sahibi olabileceksiniz.
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DEVIRLI GRUPLAR

Bu boliimde, Boliim 4’te tanimlanmig ve bazi 6rnekleri sergilenmis
olan devirli gruplar1 tekrar ele almak ve daha ayrintili bilgi sunmak
istiyoruz. Bu noktada, okuyucunun, Boliim 4’te devirli gruplarla ilgili
olarak sunulan bilgileri, 6zellikle Teorem 4.2, Teorem 4.3 ve sonuc¢larini
gozden gecirmesinin yararl olacagini belirtmek isteriz. Daha once ta-
nimladigimiz tlizere, G bir grup, x € G ve

G={2":nez} =<z>

ise, GG ye bir devirli grup, r elemanina da G nin bir treteci denir.

Tamsayilar grubu Z, bir devirli gruptur; 1 ve -1 her ikisi de Z nin
birer iiretecidir(Bak. Ornek 4.6). Teorem 5.1de, Z,, = {0,1,...,n — 1}
toplamsal grubunun da devirli oldugunu gordiik. Bu devirli grubun
hangi elemanlarmin iirete¢ oldugunu bu boéliimde belirleyecegiz. Z;
carpimsal gruplari, n nin bazi degerleri icin devirli, baz1 degerleri i¢in
devirli degildir. Ornegin,

Zi, =<3>=<7>= {1,3,7,9}
oldugu kolayca goriilebilir. Diger yandan, Z§ = {1, 3,5, 7} grubu i¢inde,
<1l>= {1}, <3>= {1,3}, <5>= {1,5},<7>= {1,7}

dir ve sonug olarak, Z§ devirli degildir.

Eger G bir devirli grup ve z onun bir iireteci ise, 7! in de o grubun
bir iireteci oldugunu biliyoruz. Asagidaki teorem, bir devirli grubun
herhangi bir elemaninin mertebesi ve sonug olarak da bir devirli grubun
iiretecleri hakkinda kesin bilgi vermektedir.
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Teorem 1. G = < x > bir devirli grup, 2* € G olsun. Bu takdirde,

i) G sonsuz ise, G nin, x ve x~' den baska tireteci yoktur;
Yy

(ii) G sonlu ve |G| = m ise, |2¥| = Ty dir;

(iii) G sonlu ve |G| = m ise, < 2% > = G <= (k,m) = 1
dir(Burada, (k,m) = obeb(k, m) dir).

Kanmit. (i) G = < x > sonsuz ve k # F1 ise, n € Z nasil segilirse
secilsin, (z%)" # x olacagindan (Bak. Teorem 4.2), < z* > # G dir.
Dolayisiyla, G nin,  ve 7! den baska iireteci yoktur.

(11) G = <z > sonlu, |G| = m olsun. Bu durumda,
G=1{ex - 2™}

olacagindan (Bak. Teorem 4.3), iddiamn kanit1 igin 0 < k£ < m

oldugunu kabul edebiliriz. (k = 0 igin |2° = || = 1 = o dir).
|z*| = t olsun. Ayrica, (k,m) =d; k = dr, m = ds; r,s € N olsun. Bu

takdirde, ¢t > 1, (r,s) = 1 dir ve
(xk)s — (xdr)s — (xds)r — (xm)r —e
olur. Béylece, Teorem 4.3(i7) den, ¢ | s oldugu goriiliir. Diger yandan,

("= =e ve |z]=m
oldugundan m = ds | kt = drt ve buradan, s | rt oldugu goriiliir.
s ve r aralarinda asal oldugundan, s | ¢ olmahdir. Sonug olarak; ¢ | s

ve s | t den t = s, yani

d  (k,m)

elde edilir.
(i5i) G = < x > sonlu, |G| = m, (k,m) = d olsun. Eger

< af > = G ise, |2¥] = |G| = m olmasi gerekir. Bu durumda, (i)
den, (k,m) = d = 1 oldugu sonucu ¢ikar. Kargit olarak, (k,m) = 1

k
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olsun. Bu takdirde, yine (ii) den, |2¥| = m = |G| dir. < 2* > C G
oldugundan, G =< 2% > dir. O halde, 2*, G yi iiretir. .

Teorem 1 e gore, G = < x > devirli grubu sonsuz ise, G nin tam
iki tane iireteci vardir: x ve 27'. Eger G = < x > devirli grubu sonlu
ve |G| = m ise, G nin iiretegleri

{2 kez, 1<k<m, (kym)=1}
kiimesinin elemanlaridir; dolayisiyla, bu durumda G nin tam @(m) tane
ireteci vardir.

Sonug 1. Mertebesi m olan bir devirli grubun tam @(m) tane
uretect vardar. .

Sonug 2. (i) Z devirli grubunun tretecleri, 1 ve —1 den ibarettir.

(11) k € Z, nin bir drete¢ olmasi igin gerek ve yeter kosul,
(k,n) =1 olmasi; yani k € 7} olmasidar.

Kanmit. (i) Z = < 1> alinirsa, Teorem 1(i) den, Z nin, sadece 1
veya -1 tarafindan iiretildigi goriiliir.

(17) Z, = < 1> alalim ve Teorem 1(7ii) i toplamsal gosterimde
uygulayalim: k£ € Z,, icin

Zp =<k><= (k,n)=1<=kez

oldugu goriliir. .

Bu sonuglardan hareketle su hususu vurgulayalim ki bir devirli grubun
iiretecleri arastirilirken iireteclerden biri biliniyorsa, diger iiretecler,
grubun tiim elemanlarina bakilmadan, bilinen tirete¢ yardimiyla be-
lirlenebilir.

Ornek 1. Z%, 1 mertebesi 20 olan bir ¢arpimsal devirli grup oldugu
ve Zi, = < 3 > oldugu goriilebilir. Yukaridaki sonuclara gore ZF; 1n
©(20) = 8 iireteci vardir ve bunlar

31 =3,32=27,3"=137,3"=33,3" =47,313 = 23,37 = 13,39 = 17
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den ibarettir. O

Bir grup verildiginde, o grubun alt gruplarinin neler oldugunu bilmek
cok onemlidir. Ciinkii, grubun altgruplari o grubun yapisi hakkinda
onemli bilgiler verir. Herhangi bir grubun tiim altgruplarini belirlemek
kolay degildir. Ancak, devirli gruplar i¢in durum biraz farkhidir.

Teorem 2. Bir devirli grubun her altgrubu devirlidir. G =< x >,
mertebesi m olan bir devirli grup ise, G nin her altgrubunun mertebesi,
m yi boler. Ayrica, m nin her pozitif béleni d icin, G nin, mertebesi d
olan bir ve yalmz bir altgrubu vardir ve o da < ™% > dir.

Kanit. ¢ =< 2 >, H < G olsun. H nin devirli oldugunu
gosterecegiz. H = {e} ise, H devirliy H = < e > dir. O nedenle,
H # {e} olsun. z" € H\{e} alalm. (z")"! = 27" € H oldugundan
n > 0 kabul edebiliriz. Bagka bir deyigle, {n € N : 2" € H} kiimesi
bog degildir. Bu kiimenin en kii¢iik elemani ¢ olsun. Iddia ediyoruz ki,
< a2t > = H dir. z' € H oldugundan, < z! > C H oldugu aciktr.
Eger " € H ise, bolme algoritmasi ile,

r=tq+k; ¢ kez, 0<k<t
vazalim. O zaman, 24 = (2')? € H oldugundan
oh =gtttk =gl gk gb =g " e H
olur. ¢ nin seciminden dolay1
0<k<t ve zFeH

olmasi ancak k£ = 0 olunca miimkiindiir. Boylece, r = tq ve

=2 = (2" e <a' >;
dolayisiyla, H C < a' > oldugu goriiliir. O halde, H = < 2! > dir.

Bu, ilk onermeyi, yani bir devirli grubun her altgrubunun da devirli
oldugunu kanitlar.
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Teoremin ikinci kisminin kanmitiigin G =<z >; |G| =m ve H < G
alalim. Kanitin yukaridaki kismindan, H = < 2! >, t > 0 dir. Simdi
Teorem 1 den,

ve boylece, |H|, m yi boler. Son olarak, m nin bir pozitif béleni d olsun
ve r = m/d alahm. Bu takdirde, Teorem 1(i7) den
m m

(r,m) :7:d

"] =

ve dolayisiyla, < 2" >, mertebesi d olan bir altgruptur. Diger yan-
dan, G nin, mertebesi d olan herhangi bir altgrubu K ise, kanitin
ilk kismindan, ¥ € K olan en kiiciik pozitif tamsay1 k& olmak iizere,
K = <% > dir ve Teorem 1(i) den

m

)

dir. Son ifadeden, (k,m) = % = r dir ve dolayisiyla, r | k dir. k = rq
olsun. O zaman, z¥ = 277 = (27)9 € < 2" > ve bu nedenle, K C< 2" >
dir. |[K|=|< 2" > |=d oldugundan, K =< 2" > dir. O halde, m nin
her pozitif boleni d i¢in |H| = d olan bir ve yalmz bir altgrup H < G
vardir ve o da H = < 2™/? > dir. .

Teorem 2 nin sonucu olarak, mertebesi m olan bir devirli grup < z >
in altgruplari, r | m olmak iizere, < 2" > lerden ibarettir. Eger r | m,
m = rdise, | < 2" > | = d dir ve < 2" >=< 2™ > < z > in,
mertebesi d olan yegane altgrubudur.

Teorem 2 yi Z,, = <1 > e uygularsak su sonucu elde ederiz:

Sonug¢ 1. n € N, n > 2 verilmis olsun. n nin her pozitif boleni d
icin Z, nin, mertebesi d olan bir ve yalniz bir altgrubu vardir; d = 1
icin bu altgrup < 0 > dwr ve d > 1 igin < n/d > dir. Ayrica, Z,
nin tim altgruplary bunlardan ibarettir (Béylece, Z,, nin altgruplarinin
sayist, n nin pozitif bélenlerinin sayisina egittir). .
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Ornek 2. G =< z >, mertebesi 30 olan bir grup ise, 30 un pozitif
boélenlerinin kiimesi {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30} oldugundan, G nin
altgruplar1 sunlardir:

<zl> = <z>= {ex,2% -, 22}, |z] =30.

<z?> = {ea? a2t - 2%}, |2%| = 15.

<z3> = {e,a’ a8, 2?7}, |23| = 10.

<> = {e, a5, 210, x5, 220 42}, 25| = 6.

<> = {e5 12,18 22, 26| = 5.

<zl0s — {6,3;1073320}7 |x10| = 3.

<z > = {e '}, |15 = 2.

<2 > = {e}, |23 = 1. 0

Ornek 3. Onceki rnekteki diigiincelerle, Z3y un tiim altgruplari
soyle listelenebilir:

<1>= {0,1,2,---,29}, mertebesi 30.
<2>= {0,2,4,---,28}, mertebesi 15.
<3>= {0,3,6,---,27},  mertebesi 10.
<5>= {0,5,10,---,25}, mertebesi 6.
<6>= {0,6,12,18,24}, mertebesi 5.

< 10 >= {0, 10,20}, mertebesi 3.
< 15 >={0,15}, mertebesi 2.
<0>= {0}, mertebesi 1. O

Bir grubun altgruplar1 arasindaki iligkiler, bu altgruplar1 diizlemde
baz1 noktalarla temsil edip biri digerinin 6zaltgrubu olan gruplara karsilik
gelen noktalar1 dogru parcalari ile birbirlerine baglamak suretiyle elde
edilen cizelgede goriilebilir. Bu cizelgeye, sozii edilen grubun altgruplar
kafesi denir.

Altgrup kafeslerini cesitli bicimlerde yapmak miimkiindiir; kuskusuz,
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goze hog goriinen cizelgeler tercih edilir. Zs3o un altgruplar kafesi asagidaki
gibi yapilabilir:

Z30
<2> <3> <bH>
<6 > <10 > <15 >
<0>

Teorem 1 ve Teorem 2 yi birlestirerek bir devirli grupta belli bir
mertebeden elemanlarin sayisini belirleyebiliriz.

Sonug 2. Mertebesi m olan bir devirly grubun mertebesi d olan
elemanlarinin sayisi, d | m ise o(d); aksi halde, O dar.

Kanit. G = <z >, |G| =m ve d | m olsun. G nin bir elemaninin
mertebesinin d olmasi demek, o elemanin iirettigi devirli altgrubun mer-
tebesinin d olmasi demektir. G nin, mertebesi d olan tam bir tane alt-
grubu bulunduguna ve bunun iireteclerinin sayis1 ¢(d) olduguna gore,
G nin, mertebesi d olan elemanlarinin sayis1 da ¢(d) dir. d, m yi
bolmiiyorsa, G icinde mertebesi d olan eleman yoktur. .

Teorem 2, devirli gruplarin temel teoremi diye adlandirilabilir. Bu
teoremin onemi, Zsgy un altgruplarinin belirlenmesi; 6rnegin, altgruplar
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kafesinin yapilmasi ile, ayni igin Z3, veya Ds igin yapilmas: karsilagtirildigy
zaman anlagilir. Oysa, D3g ve diger dihedral gruplar devirli olmayan
gruplar arasinda en basit yapiya sahip gruplardir.

Ileride, Teorem 2 nin bir kisminm, devirli olmayan gruplar icin
de dogru oldugunu gorecegiz. Omeéin, bu bolimi izleyen boliimde
gorecegiz ki bir sonlu grubun her altgrubunun mertebesi o grubun mer-
tebesini boler. Bununla beraber, Teorem 2 nin 6énemli bir kismi, devirli
olmayan gruplar icin gecerli degildir. Ornegin, dyle m dogal sayilari
vardir ki, mertebesi m olan bir grup, m nin baz pozitif bolenleri icin
hi¢ altgruba sahip olmayip m nin bazi pozitif bolenleri i¢in birden ¢ok
alt gruba sahip olabilir.

Son olarak sunu da belirtelim ki tiim gruplar i¢inde ¢ok kiigiik bir
sinif olugturmalarina kargin, devirli gruplar, sonlu Abel gruplar igin,
aynen asal sayilarin tamsayilara yapitasi rolii oynadiklar gibi, yapitas
rolii oynarlar.
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