6. NORMAL ALT GRUPLAR

G bir grup ve H < G olsun. 5. Bolimden Va € G i¢in aH = Ha esitliginin her zaman
dogru olamayacagini biliyoruz. Fakat bu 6zelligi saglayan gruplar, grup teorisinde énemli rol
oynamaktadir. Bu boliimde bu tiir gruplari inceleyecegiz.

Tammm 6.1. G birgrupve N < G olsun. Her g € G igin Ng = gN ise N ye G nin normal
alt grubu denir ve N < G ile gosterilir.

Teorem 6.2. (Normallik Testi) G bir grup ve N < G olsun. Asagidaki ifadeler birbirine
denktir.

(i) NG

(ii) Her g € G igin gNg"1 S N

(iii) Her g € G igin gNg™* =N

Ispat. (i)=(ii) x € gNg~! olsun. Suhalde x = ghg™! olacak sekilde h € N vardir. Su
halde (i) den gh € gN = Ng olur. Béylece gh = h;g olacak sekilde hy € N  vardir.
Bundan dolay1 x = ghg™! = h;gg~! = h; € N elde ederiz.
(ii) = (iii) g € G olsun. Su halde (ii) de g yerine g7 alirsak g"!Ng S N ve

boylece N € gNg~! olur. Sonug olarak her g € G igin gNg~* = N elde ederiz.

(iii)= (i) g€ G olsun. (3) den gNg =N dir. x€gN ise xg €N ve
boylece x € Ng dir. Yani gN € Ng dir.(3) den gNg™! =N oldugundan g yerine
g™t yazarak Ng € gN elde ederiz.

Sonu¢ 6.3. G birgrupve N <G olsun. N < G olmasi igin gerek ve yeter kosul Vg € G
veVn €N igin gng™ € N olmasidur.

Ornekler 6.4.

1) G birgrup ve e € G birim eleman olsun. Su halde Vg € G igin g{e} = {g} = {e}g
oldugundan ve Vg € G igin gG = G = Gg oldugundan {e} < G, G < G elde ederiz. Bu iki
normal alt gruba G nin asikar (trivial) normal alt grubu denir.

2) Degismeli bir grubun her alt grubu normal alt gruptur. Gergekten, G bir grup ve
N<G olsun.Vge G veVneN igingng ! =ngg ! =n €N oldugundan N < G dir.

3) S;={e0,0%1,70,70%} ve |o|=3,|t| =2,010 =1 olsun. H={e,0,0%} ve
K ={e,t} ise H<S; ve K,S; grubunun normal alt grubu degildir. Va € H i¢in aH =
H = Ha oldugu aciktir ve ot = 102 oldugundan Ht = {1,07,0%7} = {1,70%,10} = TH
elde ederiz. Benzer sekilde Hto = toH ve Hto? = 16?H oldugundan H < S; olur.

oK = {0,060t} ve Ko ={o,0%t} oldugundan oK # Ko dir. Béylece K, S; iin
normal alt grubu degildir.



4) H< G veK < G olsun.
a)H < Gise HK < G dur.
b) H,K < G ise HK < G dir.
Coziim :
a) H <G ise vk eK igin Hk =kH dir. HK = JHk = JkH =KH = HK <G dir.

kekK kekK
b) a) dan HK <G dir. Vg € G,V hk € HK igin
g(hk)g—! = (ghg 1) (gkg™') € HK = HK < G dur.

5) G degismeli bir grup ve H da G nin torsion (burulmal) alt grubu olsun. (mertebesi
sonlu elemanlarin kiimesi) olsun.

a) H<G

b) G/ H nin birimden farkli her elemaninin mertebesi sonsuzdur.

Coziim :

a) H ={g € G:o(g) = sonlu}olmak iizere,

abeH=o0()=r,ob)=s=(@")*"=@") D) =e

ab™ e G nin mertebesi sonlu, yani ab™ e H bulunur. H <G dir. Degismeli grubun her alt
grubu normal olacagindan H torsion alt grubu normaldir.

b) aH €eG/H ve aH #H olsun. o(aH)=r=H =(aH)" =a'H =a'H=H

=a"eH =(a")' = e. Yani a nin mertebesi sonlu olurdu. Buise ag H olmasi ile yani a

nin mertebesinin sonsuz olmasi ile ¢elisir.

6 ) Grubun merkezi bir normal alt gruptur.
Gergekten M(G) < G oldugunu biliyoruz. Ayrica, Vg € G ve Va € M(G) icin gag™! =
agg~' = a € M(G) oldugundan M(G) < G dir

7) Bir grubun bir takim normal alt gruplarinin kesisiminin de bir normal alt grup oldugunu
gosteriniz.

Coziim : {N.},_,,G grubunun bir takim normal alt gruplari olsunlar. N;¢; N; < G oldugunu
biliyoruz. ﬂ N, <G oldugunu gosterelim.
iel
Vae ﬂNi,Vg eG i¢cin => Viel igin ae N,
iel
= Viel igin gag™ e N,
=gagte[ N,
iel

Su halde ﬂ N, <G elde etmis oluruz.

iel

8) G her devirli alt grubu normal olan bir grup ise G nin her alt grubu devirlidir. Gergekten,
H<G olsun.g € G vea € H ise gag™! € (a) € H oldugundan H < G dir.



9) G birgrupve H< G olsun. H nin G deki iki sol denklik sinifinin ¢arimi yine sol
denklik sinifi ise H < G dir. Gergekten, g € G olsun. Su halde gHg™1H = tH olacak sekilde
t € G vardir. Boylece e = geg™le € gHg *H = tH elde ederiz. Bundan dolay1 e = th
olacak sekilde h € H vardir . Su halde t = h™'e ve boylece tH = H dir. Sonug olarak
gHg 1 € gHg™'H = H ve bdylece H < G elde ederiz.

Teorem 6.5. Bir grubun indeksi 2 olan bir alt grubu normaldir.

Ispat : N<G ve (G:N)=2 olsun. Bu takdirde iki tane sag ve iki tane sol denklik sinifi

vardir. N hem sag hem de sol denklik smifi olarak diisiiniilebilir.a¢ N ise sol denklik
simiflart N,aN ve sag denklik smiflar1t N,Na olur. Boylece G=NwaN =NuwNa

oldugundan aN = Na dir. Sonug olarak N <G elde edilir.

Ornek 6.6. G=S, ve H ={(1),(123),(132)}olsun. H <Goldugu agiktir. Ayrica, (G:N) =
2 oldugundan H <G dir.

Ornek 6.7. A, <S, dir. Gergekten, (S,:4,) = %.' = 2 oldugundan Teorem 6.5 den
2

istenilen elde edilir.
Tamm 6.8. Bir G grubunun 6z olan hig normal alt grubu yoksa G ye basit grup denir.
Ornek 6.9. Mertebesi asal olan grup basittir.

Teorem 6.10. G degismeli bir grup ve G # {e} olsun. G nin basit grup olmasi igin gerek
ve yeter kosul G nin asal mertebeli devirli grup olmasidir.

Ispat. Degismeli gruplarm alt gruplarmin normal oldugunu biliyoruz. Eger G degismeli ve
basit grupsa alt gruplar1 sadece G ve {e} dir. Boylecea #e vea € G ise G = (a) dir.
Eger |a| = oo ise (a?) # {e} dir. Bu ise varsaymimimizla gelisir. Bdylece G = sonlu bir gruptur.
Simdi |G| =n>2 oldugunu kabul edelim. Eger bir p asal sayisi icin p|n ise (a™P)
mertebesi p olan bir alt gruptur. Béylece G = (a™P) asal mertebeli devirli gruptur. Teoremin
tersinin ispat1 Lagrange teoreminin bir sonucu olarak agiktir.

Lemma6.11 n > 5 olsun. Eger H < A, ve H bir 3-lii devir igeriyorsa H = A,, dir.

Ispat. Genelligi bozmadan (123) € H alalm. (Yani herhangi baska iiclii devir alsak da ispat

yapilabilir). Ornek 4.8 den A4,, grubunun iiclii devirler tarafindan iiretildigini biliyoruz. Su

halde her tglii devir (ijk) nin H de oldugunu gosterisek ispati tamamlamis oluruz. n = 5
1 2 34 5

oldugundan p,q € {i,j, k} segebiliriz. Simdi 0 = (i i kop q) alalim ve



_ {T =0 ; 0 Cift ise}
= lr= (rq)o ; o tek ise
tanimlayalim. Su halde her iki durumda 7 € A,, ve (ijk) = 7(123)t™! € H elde ederiz.

e Teorem 6.12 ispatimi yapmadan Once sunu not edelim : f = (ijk) ise f
permiitasyonu i, j ve k tamsayilarini degistiyor deriz.

Teorem 6.12.n > 5 ise 4,, alterne grubu basit gruptur.

Ispat. {e} # H < A, olsun. H nin birimden farkli elemanlar1 arasinda en az tamsayiy1
degistiren (yani gorintisi farkli olan) elemani T olsun. Simdi T nunm tane tam sayiy1
degistirdigini kabul edelim. 7 transpozisyon olamayacagindan m >3 olur. Eger m = 3
ise T, 3 -devirli dir ve Lemma 6.11 den H = A,, dir. m = 4 oldugunu kabul edelim ve bu
kabulun celiski olusturacagini ispatlayalim. Iki durum séz konusudur.

Durum 1. 7, uzunlugu 3 veya daha bliyiik bir devir ig¢esin, yani T = (123 ..)YV2V3 . Vn
olsun. t devirinde tam 4 tane tam saymnin goriintiisii farkli olamaz. Gerg¢ekten 7 = (12 3 k)
tek oldugundan c¢eliski olurdu. Simdi 1,2 ve 3 de oldugu gibi 4 ve 5 in goriintiilerinin
kendilerinden farkli oldugunu kabul edelim. Simdi S = (345) oldugunu kabul edelim ve
7, =17 1B7B71 olsun. H < A4, oldugundan 7, € H ve 7,(2) = t71(4) # 2 oldugundan
7 # e dir. Eger k> 5 tam sayist 7 tarafindan sabit birakilirsa bu kK tam sayist 74
tarafindanda sabit birakilir (8(k) = k). Eger t; altinda k > 5 tam sayisinin goriintiisi
kendisinden farkli ise 7 altinda kK tam sayisinin goriintiisii kendisinden farklidir. Fakat
7,(1) =1 fakat t(1) #1 dir. Boylece 7, de 7 dan daha az elemanin goriintiisii
kendisinden farklidir. Bu bir ¢eliski olusturur.

Durum 2. T birbirinden ayrik transpozisyonlarin ¢arpimi olsun. Yani 7 = (12)(34) ...
oldugunu kabul edelim. Simdi g = (345) oldugunu ve 7; = t-1f7f ! oldugunu kabul
edelim. Su halde 7,(1) =1, 7;(2) =2 ve 1(k) =k olacak sekide her k >5 igin
7,(k) = k dir. Ayrica, 7;(5) = 3 oldugundan 7; # e dir. Sonug olarak 1.Durumda oldugu
gibi celiski elde ederiz.



Sorular

1) K ={e, (12)(34),(13)(24),(14)(23)} < A, oldugunu gosteriniz. Boylece A, grubu
basit degildir.

2) A, ve A; grubunun basit oldugunu gosteriniz.

3) GL(2,R) grubunda determinanti 1 olan matrislerin kiimesi H ise H < G  oldugunu
gosteriniz. (SL(2,R) < GL(2,R)).

4) n =5 olmak iizere A, grubunun n:! mertebeden bir alt grubu olmadigini gosteriniz.

(Bu soru Langrange Teoreminin tersinin dogru olmadigina dair 6rnektir).
5) D, grubunun tiim normal alt gruplarini bulunuz.

6) D, grubunun o6yle iki H ve K alt gruplarimi bulunuz ki K < H ve H < D, fakat K, D,
grubunun normal alt grubu olmasin.

7) K<H ve H<G ise Va € G i¢in aKa™! < H oldugunu gosteriniz.

8) G bhirgrupve D ={(g,9):g € G} olsun. D < G X G olmasi i¢in gerek ve yeter kosul G
nin degismeli olmasidir. Gosteriniz.

9) |la| =12,|b| =2 ve aba =b  olmak iizere D;, = {e,q,, ...,a'l, b, ba, ...,ba''} goz
oniine alalim. Asagidaki her bir durumda H < D;, olup olmadigini arastiriniz.
i)H = {e,a® b, ba’}
i) H = {e,a* a® b, ba* ba®}
iii) H = {e,a? a* a®% a8 a' b,ba? ba* ba® ba® ba'®}

10) G birgrupve N < G olsun. (G:N) = 3 olmast N < G olmasim gerektirmedigini bir
ornekle gosteriniz.

11) G birgrupve H < G olsun. |H| =2 ise H € M(G) oldugunu gosteriniz.
12) G bir grup ve @ #X S G ise NX)={x€G:xHx ' =H} kiimesine X in
normalleyicisi denir.

a) N(X) < G oldugunu gosteriniz.

b) H< G = H < N(H) oldugunu gosteriniz.

13) G birgrupve H < G olsun. Suhalde W = NyecgHg™ < G oldugunu gosteriniz.



14) G birgrupve H < G,K <G olsun. Eger HNK = {e} iseVh€ H veVk € K i¢in
hk = kh oldugunu gosteriniz.

15) G birgrupve H <G, K <G olsun. Eger H < G ise HNK < K dir, gosteriniz.
16) G bir grup ve H, mertebesi n olan tek alt grubu ise H < G oldugunu gosteriniz.

17) Quaternion grubun her alt grubunun normal oldugunu gosteriniz.

1 2 3

18) S5 grubunda (2 1 3

) ile iiretilen devirli grup, S5 de normal alt grup mudur? Neden?

19) G bir grup ve n > 1 bir tam sayisi olmak ilizere Va,b € G i¢in (ab)™ = a™b™
saglansin. Su halde G™ = {x™:x € G} < G oldugunu gosteriniz.

20) Asagidaki ifadeler dogru/yanlis midir? Dogru ise agiklaymiz, yanlis ise bir ters drnek
bulunuz.
i) H < G nin normal alt grup olmasi igin gerek ve yeter kosul H nin her sag kalan
sinifinin ayn1 zamanda bir sol kalan sinift olmasidir.
ii) G sonlu bir grup ve H, G nin normal alt grubu ise [G: H] = 2 dir.
iii) G grubunun her degismeli alt grubu, G nin normal alt grubudur.
iIv) G mertebesi n olan bir grup ve m|n ise G nin m. mertebeden bir alt grubu vardir.



