7. Boliim Gruplan

n > 2 olmak iizere Z,, grubunu nasil insa ettigimizi hatirlayalim. (Z,+) grubunun nZ alt
grubu i¢in Z,, grubutima =nZ +a (a € Z ) olacak sekilde tiim smiflardan olusmustur.
Smiflarin toplammmi @a+b=a+b ile, yani (nZ+a) + (nZ+b) =nZ+ (a+b) ile
tanimlamigtik. Simdi bu 6rnekten yararlanarak genel tanim vermeye ¢alisalim:

G birgrupve H < G olsun. Sag kalan siiflar1 ¢arpimini

Va,b € G i¢cin Ha.Hb = Hab  (*)

ile tanimlayalim. Fakat kalan siiflarin farkli tiretegleri oldugundan (Ha = Ha, gibi) bu
tanim bazi alt gruplar i¢in anlamsiz olabilir. Simdi bu durumu bir 6rnekle agiklayalim.

Ornek 7.1. S; simetri grubunu goz &niine alalim. Su halde H = {e, (12)} < S3 diir. Simdi
x =H(13) = H(132) ve y = H(23) = H(123) kalan siniflarin1 g6z 6niine alalim. Eger
x =H(13) ve y = H(23) olarak alirsak () islemini kullanarak

xy = H(13)H(23) = H(13)(23) = H(132)
veya x = H(132) vey = H(123) almak istersek
xy = H(132)H(123) = H(132)(123) = He = H
sonucunu elde ederiz. Fakat H # H(132) oldugundan xy g¢arpimi anlamsizdir.

Ormnek 7.1 deki problemle karsilasmamak i¢in H iizerine nasil bir sart eklenebilir ? Yani,
Ha =Ha; ve Hb=Hb; ise Hab = Ha;b; saglanmasindan nasil emin olabiliriz? Bu
durum saglandiginda (*) ile verilen Ha.Hb = Hab g¢arpiminin iyi tammmh oldugunu
sOyleyecegiz. Asagidaki Oonermede bu sartin H nin normal alt grup olmasi oldugunu
gorecegiz.

Lemma 7.2. G birgrup ve K < G olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
(@K<G
(b) Sag kalan siniflarm  Ka.Kb = Kab carpimi iyi tanimlidir.

Ispat. (a) = (b). Ka=Ka, ve Kb= Kb, ise Kab = Ka,;b; oldugunu veya buna denk
olarak ab(a;b;)"! € K oldugunu gostermeliyiz. a; € Ka; = Ka oldugundan a, = k;a
olacak sekilde k; € K vardir. Benzer sekilde b; = k,b olacak sekilde k, € K vardir. Su
halde K < G oldugundan

ab(a,;b;)™t = ab(byta;!) = ab(b~*k; ) (a ki) = [a(k;Da ]k;?! € K dir.



(b) > (a). Ya€eG i¢in aK = Ka oldugunu gosterecegiz. g € aK olsun. Su
halde g = ak olacak sekilde k € K vardir. Ka = Ka ve Kk = Ke oldugundan (b) den
Kak = Kae dir. Yani Kg = Ka dir. Bundan dolay1 g € Kg = Ka ve bdylece aK € Ka
elde ederiz. Benzer sekilde Ka € aK oldugu gosterilebilir. Sonu¢ olarak Va € G igin
aK = Ka elde ederiz.

Teorem 7.3. G birgrupve K < G olsun. K nin tiim ( sol veya sag ) denklik siniflarinin
kiimesini G/ x = {Ka:a € G} ile gosterelim.
(1) Ka.Kb = Kab islemi altinda G/K bir gruptur.

(2) G degismeli grup ise G/ k 9rubu da degismelidir.
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(3) G sonlugrup ise |4/, | = P (G:K) dur.

ispat. (1) Lemma7.2den G/ x tizerindeki islem iyi tanimhdir. G grubunun birimi e olmak

iizere VKa € G/, i¢in Ka.Ke = Ka = Ke.Ka oldugundan Ke birimdir. Ka € G/ icin
oldugundan Ka.Ka ! = Ke = Ka™'.Ka oldugundan (Ka)™' = Ka™! dir. Son olarak G
nin birlesme 6zelligini kullanarak : VKa, Kb,Kc € G/ K i¢in
Ka.(Kb.Kc) = Ka.Kbc = Ka(bc) = K(ab)c = Kab.Kc = (Ka.Kb).Kc

oldugu goriiliir.

(2) G degismeli grup ise V Ka, Kb € G/K icin Ka.Kb = Kab = Kba = Kb.Ka
olacagindan G/ i degismeli gruptur.

(3) G sonlu grup ise (G: K) nin tanimindan |G/K| = (G: K)oldugundan Sonug 5.17

den |G/p] = (G:K) =< dur.

g
Tanim 7.4. G birgrupve N <G olsun. G nin N ye gore tiim kalan siiflarinin G/N
grubuna G nin N ye gore boliim grubu denir.

Ornek 7.5. n bir tamsay1 olmak iizere (Z,+) grubunun ({(n),+) alt grubunu goz oniine
alalm. Z degismeli bir grup oldugundan ({n), +) bir normal alt gruptur. Bundan dolay1

Va+(n),b+(n) €4/ icin (a+(m) + (b +(n) = (a+b)+(n)

islemi altinda (Z / (n)’ +) bir gruptur. Simdi £ / (n) yi belirleyelim. Eger k + (n) , (n) nin

Z de herhangi bir sol denklik sinifi olsun. B6lme algoritmasindan k = gqn+r ve0<r<n
olacak sekilde g ve r tam sayilari vardir. Bundan dolay1 k —r = qn € (n) ve boylece
k+n)y=r+(n) dir. 0<i,j<n olmak iizere i +(n) =j+ (n) olsun. Su halde
i —j € (n) veboylece n/(i —j) dir.0<1i,j<n oldugundan dolay1i —j =0, yanii =j
elde ederiz. Su halde Z/(n) ={0+(n),1+n)2+(n),...n—1+(n)} dir.



Ornek 7.6. (Zg,+) grubunu gz oniine alirsak H = {0,4} < Zg oldugu acgiktir. Ayrica,
|H| =2 ve |Zg|=8 oldugundan |Zg/H| = % =4 elde ederiz. Su halde
O+H=H=H=4+H
1+H={15}=5+H
2+H={2,6}=6+H
3+H={3,7}=7+H

oldugundan Zg/H ={0+ H,1+ H,2+ H,3 + H} elde edilir.

Ornek 7.7. (Z, X Z,,+) grubunu gdz dniine alalim.

H = {(ﬁ, 0),(0,1),(0,2),(0,3),(0,4), (6, 5)} olsun. Suhalde H < Z, X Zy Ve Z, X Zg

degismeli oldugundan H < Z, X Z4 dir. Ayrica,

12X, _
|H|

(Zy X Zg)/H grubunun 4 elemani vardir. Simdi bu elemanlar1 bulalim:

VN eZ, igin (6, n) e H oldugundan (6, n)+H =H elde ederiz. Béylece m = 0,1,2,3 igin

(m,m+H =(m,0)+(0,m+H=(M,0)+H elde ederiz. Su halde

|Z, X Zs| =24 ve |H|=6 ve boylece [(Z, X Zs)/H| = 4  elde edilir. Yani

)+H=H

)+H={(1,0),(1,1).(1,2).(1,3).(1.4).(1.5)}
)+H={(2,0).(2.1).(2.2).(2.3).(2,9).(2.5)}
)+H ={(3,0),(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5)}.
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elde edilir. Boylece (Z, X Zg)/H ={H, (1,0) + H, (2,0)+ H, (3,0) + H} olur.

Ornek 7.8. |a| =12 olmak iizere G = (a) ve K = (a*) olsun. Simdi G/K grubunu
belirleyelim. G degismeli grup oldugu i¢in K < G oldugu agiktir. Ayrica, |G/K| = 4 tur.
Simdi G/K grubunu belirleyelim. Denklik siniflar: :

K = {e,a* a®}

Ka = {a,a® a°}
Ka? = {a? a®, a'*}
Ka® = {a® a’,a'}}

olur. Yani G/K = {K,Ka,Ka? Ka3} elde ettik. Ayrica, Ka? = (Ka)?, Ka® = (Ka)3 ve
K = Ka* = (Ka)* oldugundan G/K = (Ka) elde ederiz.



Ornek 7.9. K = {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} olsun. Suhalde K < A, ve |A,/K| =3
olur. Simdi A,/K grubundaki biitiin elelmanlarinin

Ke = eK = {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}
K(123) = (123)K = {(123), (243), (142), (134)}
K(132) = (132)K = {(132), (143), (234), (124)}

oldugu goriiliir. Ayrica, K(132) =[K(123)]? oldugundan A,/K =(K(123)) grubu
devirlidir. Bunu |A,/K| = 3 olmasindan da séyleyebilirdik.

Ornek 7.10.|a| = 4,|b] = 2 veaba=b olmak iizere D, = {e,a, a?, a b, ba, ba?, ba®}
grubunu goz 6niine alalim. Ilk olarak M(D,) merkezini belirleyelim. Onceden bildigimiz
gibi M(D,) < D, tiir. Her k = 1,2,3 tam sayis1 i¢in

a(ba®) = ba**3 # ba**! = (ba¥)a
oldugundan ba® ¢ M(D,) elde edilir. Benzer sekilde

ab = ba® # ba ve a®b = ba # ba®

oldugundan a & M(D,) ve a3 & M(D,) elde edilir. Fakat e,a? € M(D,) oldugu
goriilebilir. Boylece M(D,) = {e,a?} dir. Simdi D,/M(D,) grubunu belirleyelim.

M(D,) ={e,a?}, M(D)a = {a,a3}, M(D,)b = {b,ba?} ve M(D,)ba = {ba,ba®}
oldugundan D,/M(D,) = {M(D,),M(D,)a, M(D,)b, M(D,)ba} elde ederiz.

Ornek 7.11. |a|=18 olmak iizere G = {a) ve K = (a®) olsun. Simdi G/K grubunun

Ka® elemaninin mertebesini bulalim.

K = {e,a® a'?} oldugundan |G/K | = % = % = 6 olur. Su halde Langrange teoreminden

Ka® elemaninin mertebesi 1,2,3 ve 6 olabilir. Fakat
Ka® # K, (Ka®)? =Ka'® # K ve (Ka®)® =Ka'® # K
oldugundan Ka® elemaninin mertebesi 1,2 veya 3 olamaz. Yani 6 olmalidir.

Teorem 7.12. G bir grup ve K < M(G) olsun. Eger G/K devirli grup ise G degismeli
gruptur.

Ispat. G/K =(Kg) olsun. a,b € G alalim. Su halde G/K = (Kg) oldugundan m ve n
tam sayilar1 i¢in Ka = Kg™ ve Kb = Kg™ elde ederiz. Boylece k,k; € K olmak iizere
a=kg™ veb = k;g" elde ederiz. Kabuliimiiz den k, k; € M(G) olur. Boylece



ab = kg™k,g™ = kk,9™"*™ = k,g"kg™ = ba

elde ederiz. Yani G degismeli gruptur.
Simdi G/K grubunun ne zaman degismeli oldugunu inceleyelim.
Herhangi Ka, Kb € G/K igin

Ka.Kb = Kb.Ka & Kab = Kba © ab(ba) "' € K ©® aba bt € K
oldugundan bu diisiince ile asagidaki tanimi yapabiliriz.

Tamm 7.13. G bir grup ve a,b € G olsun. aba b1 elemanma a ve b nin komiitatérii
denir ve [a, b] ile gosterilir. Bir G grubunun biitiin komiitatorlerinin irettigi alt gruba G nin
komiitator alt grubu veya tiirev alt grubu denir ve G’ ile gosterilir.

Teorem 7.14. G bir grup ve G’ de tiirev tiirev grubu olsun. Su halde
(i) G'<aq.
(ii) G/G" grubu degismelidir.
(iii) H < G olsun. G/H grubunun degismeli olmasi igin gerek ve yeter kosul G' € H
olmasidir.

Ispat. (i) x =aba=*h~', G grubunun bir komiitatérii olsun. Su halde x~! = bab~ta™!
elemanida G nin bir komiitatoriidiir. Boylece herhangi g € G i¢in

gxg~" = (gag™")(gbg™")(gag ") (ga~*g ") (gb™'g™)
= (gag™")(gbg™")(gag™")"'(ghg™") "t € G’

elde ederiz. Herhangi y € G' sonlu sayida komiitatoriin ¢arpimi olarak yazildigindan
X1, X3, ..., X, komiitatorler olmak lizere y = xx, ...x,, olur. Boylece herhangi bir g € G i¢in

9y9~' = (gx19™ D) (gx297") ... (gxn9~") € G’
oldugundan G' < G dir.

(i) Va,b € G igin (aG")(bG")(aG") 1(bG")™! = (aba 'h™1)G' = G' oldugundan
(aG")(bG") = (bG")(aG") elde edilir. Boylece G/G' grubu degismelidir.

(iii) G/H grubunun degismeli oldugunu kabul edelim. Su halde Va, b € G igin
(aba™*b~V)H = (aH)(bH)(aH) " Y(bH)™! = (aH)(aH) " *(bH)(PH) ' = H

oldugundan aba™'b~* € H ve bdylece G’ € H elde ederiz. Ispatin tersi benzer sekilde
ispatlanabilir.



Sorular.
1) Asagidaki her bir durumda G /K grubunu belirleyiniz.

(i) G =D, ve K = M(Dy)

(ii) G=Q ve K=M(Q)
(iii) A ve B herhangi iki grup olmak tizere G = A X B ve K = {(a,e):a € A}
(iv) |a] = 8 ve |b| = 2 olmak iizere G = {a) x (b) ve K = ((a?, b))

2) Asagidaki boliim gruplarinin mertebelerini bulunuz.

a) Ze/(3)

LyXZy
b) <(2,1)>
c)

TyXT4
<(1,1)>
LyXZqp
d) (<2>,<2>)
3) |a| = 24 olmak iizere G = (a) olsun. Eger K = (a'?) ve H = (a®) ise

(i) G/K grubunda Ka? Ka3 Ka* ve Ka® elemanlarmin mertebelerini bulunuz.
(ii) G/H grubunda Ha? Ha® Ha* ve Ha® elemanlarmin mertebelerini bulunuz.

4) |al =8 ve|b| =12 olmak iizere G = (a) X (b) olsun.
(i) K ={((a? b?)) ise G/K grubunda K(a* b) elemanmin mertebesini bulunuz.
(ii) K = {(a,b?)) ise G/K grubunda K(a? b) elemanmin mertebesini bulunuz.
5) |a|l =12, |b| =2 ve aba = b olmak iizere G = D,, = {(a, b) olsun.
(i) K ={a?)ise G/K grubunda Ka? Ka3 Ka®> ve Kab elemanlarinin mertebelerini,

(ii) K = (a3 b) ise G/K grubunda Ka? Ka®> ve Kba? elemanlarinin mertebelerini
bulunuz.

6) Z, X Z, X Zg/{(1,2,4)) bolim grubunun mertebesini bulunuz.

7) a) Z;,/(4) grubunda 5 + (4) elemaninin mertebesini bulunuz.
b) Zgo/(12) grubunda 26 + (12) elemaninin mertebesini bulunuz.

8) Q/Z grubunun her elemaninin mertebesi sonlu olan sonsuz grup oldugunu gosteriniz.
9) K € H < G sonlugruplarve K < G olsun.

a) H/K ={Kh:h € H} < G/K oldugunu gosteriniz.
b) (G/K:H/K) = (G: H) oldugunu ispatlayiniz.



10) K< G ve g €G olmak iizere |g| =n olsun. Su halde Kg nin G/K grubundaki
mertebesinin n yi boldigiinii gosteriniz.

11) G birgrupve (G:K) =m ise Vg € G igin g™ € K oldugunu gosteriniz.

12) G sonlu bir grup ve K < G olsun. G/K grubunun mertebesi n olan bir elemani varsa G
grubununda mertebesi n olan grubu vardir.Gosteriniz.

13) K < G olsun. K ve G/K gruplarinm her ikisininde asagida belirtilen 6zellikleri varsa G
grubununda ayni1 6zellige sahip oldugunu gdsteriniz.

a) M(K) ={ec} ve M(G/K) = {eg/x} dur.

b) Her eleman sonlu mertebelidir.

) Her elemanin mertebesi bir p asal sayisinin kuvvetidir.

d) Sonlu tiiretilmistir.

14) G bir grup ve G = (X) olsun. Eger K < G ise G/K grubunun {Kx:x € X} tarafindan
iiretildigini gosteriniz.

15) G birgrup ve Va,b € Higin ab € H sartim1 sagliyan H € G alt kiimesini goz Oniine
alalim. Su halde Vg € G icin g2 € H ise H< G ve G/H grubunun degismeli oldugunu
gosteriniz.

16) Asagidaki her bir durum igin G nin tiirev grubu G’ grubunu bulunuz.
(a) G degismeli grup tur.

(b) 6=Q
(¢) G =Dg
(d) G=S5,

17) G ve H iki grup olmak tizere (G X H)' = G' X H' oldugunu gosteriniz.
18) H< G ise H' € HN G' oldugunu gosteriniz.
199N<G ve NNG' ={e} ise NS M(G) oldugunu gosteriniz.

21) G birgrupve N < G olsun. Eger x € G ve |[N| = 10 ise xN nin G/N grubu igindeki
mertebesi 3 ise x in mertebesi kag olabilir ?

22) G degismeli olmayan bir grup ve p bir asal say1 olmak iizere |G| = p® olsun. Eger
M(G) # {e;} ise IM(G)| =p oldugunu gosteriniz.

23) G birsonlu grup ve N < G olsun. Eger x € G ve (|x|,|G/N|) =1 ise x € N oldugunu
gosteriniz.



24) Zis/{7) grubu devirli midir ? Neden?
25) Z3,/{9) grubu devirli midir ? Neden?

26) Asagidaki onermeler dogru/yanlis midir? Dogru ise ispatlayimniz, yanlis ise karsit 6rnek
bularak agiklayiniz.

1) Devirli bir grubun her boliim grubu devirlidir.

i) Devirli olmayan bir grubun boliim grubu da devirli degildir.

i) Degismeli bir grubun her boliim grubu da degismelidir.

iv) Degismeli olmayan bir grubun her boliim grubu degismeli degildir.

V) Sonlu bir grubun her boliim grubu da sonludur.

Vi) Sonsuz bir grubun her béliim grubu da sonsuzdur.

vii)  R/Z toplamsal grubunun mertebesi 2 olan eleman1 yoktur.

viii) Hern € Z* i¢in R/Z toplamsal grubunun mertebesi n olan eleman1 vardir.

IX) R/Z toplamsal grubunun mertebesi 4 olan sonsuz tane elemani vardir.

X) Z./nZ mertebesi n olan devirli bir gruptur.



