5. KALAN SINIFLAR VE LANGRANGE TEOREMI

Zgrubunda a = b(mod m) ©® m|la—b © a— b € (m) = {mk: k € Z} oldugunu biliyoruz.
Simdi bu kavrami herhangi bir ¢arpimsal gruba genisletelim.

Tanmm 5.1 : G bir grup ve H <G olsun. G de = bagmtism1 a=b(modH) <> ab™"eH ile

tanimlayalim.

Onerme 5.2 : H <G alt grubuna gore Tanim 5.1 de tamimlanan = bagmtis1 bir denklik
bagintisidir.

ispat.
i) a € G icin aa ' =eeH oldugundan, a = a(mod H) dur.
i) a,beG i¢in a=b(modH)=ab'eH ve H <G oldugundan
ba™=(ab™)™" eH olur. Boylece b=a(modH) dir.
i) abceG igin a=b(modH) ve b=c(modH)=ab*eH ve bc'eH
oldugundan (ab™)(bc™)=ac™ e H olur. Budurumda a=c(modH) dir.

Onerme 5.3. Onerme 5.2 deki denklik bagmntisma gére aeG nin sinifi
a=Ha={ha:heH} alt kiimesidir. Ha ya H alt grubuna gore a nin sag denklik (kalan)
simifi denir.

Ispat. Denklik smifi tanimma goére, a={beG:b=a(modH} dir. Béylece b € a
b=a(modH) < ba" eH < beHa bulunur. Buradan a = Ha elde edilir.

Benzer sekilde sol denklik siniflar1 da tanimlanabilir :

Onerme 5.4 : G bir grup ve H <G olsun. a = b(modH) & a~'b € H ile tanimli =
bagintist G de bir denklik bagintisidir. Bu denklik bagintisina gore, a € G elemaninin sinifi
aH ={ah:h e H} alt kiimesidir. aH ye H alt grubuna gére a nin sol denklik (kalan) sinifi
denir.

Not 5.5.
(1) H, G grubunun alt grubu olsun. H nin kendisi H = e;H = He; oldugundan hem
sol hem de bir sag kalan sinifidir.
(i) G bir toplamsal grup ve H <G olsun. aeG elemanmin sol denklik sinifi
a+H={a+h:heH} vesagdenklik smifi H + a ={h+a:h € H} dir.



Sonug¢ 5.6. G bir grup ve H < G olsun. a,b € G olmak tizere aH,bH(Ha, Hb) kiimeleri
icinaH = bH (Ha = Hb) veyaaH NbH = @ (HanN Hb = @) dur.

Ispat. Onerme 5.3 ve Onerme 5.4 den aH ve bH(Ha, Hb) bir simfa ayrilisin herhangi iki
sinifi oldugundan aH = bH (Ha = Hb) veyaaH N bH = @ (Ha n Hb = @) elde edilir.

Ornek 5.7. G =S, ={(1),(123),(132), (12), (13),(23)} ve

H = A; =((123)) = {e, (123),(132))} olsun.
x=(12) ise
xH = {(12), (12)(123), (12)(132)}={(12),(23),(13)
Hx = {(12),(123)(12), (132)(12)}={(12),(13),(23)}
XH = Hx fakat h=(123) alirsak xh=hx dir. Ayrica G=H U(12)H dir.

Her zaman xH = Hx olmak zorunda olmadigini asagidaki drnekten gorebiliriz.

Ornek 5.8. S, de K = {e, (12)} alt grubunu gz éniine alalim. x = (123) igin
xK ={(123), (123)(12)}={(123),(13)}

Kx ={(123),(12)(123)}={(123),(23)}

Boylece XK # KX dir.

Ornek 5.9. |a| = 6 olmak iizere G = (a) olsun. Su halde H = (a®) alt grubuna gore sag
denklik siniflarinin

H=He=1{e,a®} =Ha® Ha={aa*}=Ha*, Ha?={a?a®}=Ha®
oldugu goriiliir. Béylece G = H U Ha U Ha? elde ederiz.

Ornek 5.10. |a| = 6 olmak iizere G = (a) olsun. Su halde K = (a?) alt grubuna gére sag
denklik smiflar1 K = {e,a? a*} ve Ka = {a, a3, a®} olmak iizere G = K U Ka dur.

Ornek 5.11. Z toplamsal grubunun 4Z alt grubuna gére sag kalan siniflarin1 bulalim,

47 = 4Z+0={4k:k € Z}, 1 ¢ 4Z oldugundan 4Z + 1 = {4k + 1:k € Z} ve bu sekilde
devam edersek 4Z +2 ={4k+2:k € Z} ve 4Z +3 = {4k + 3:k € Z} dir. Her tamsayi
0 < r < 3 olmak lizere 4k + r seklinde oldugundan sag denklik siniflar1 4Z,4Z + 1,4Z + 2,
47 + 3 olur.

Onerrme 5.3 ve Onerme 5.4 den asagidaki ifadeler kolaylikla ispatlanabilir.

Onerme 5.12. G birgrupve H < G olsun. a,b € G ise
(i) a € Ha (a € aH)
(i) Ho=H < a€H (aH=H S a€H)
(i Ha=Hb < ab ' € H (aH = bH & a™'b € H)
(iv)a € Hb ise Ha = Hb (a € Hb ise aH = bH)



Lemma 5.13. G bir grup ve H< G olsun. Su halde H <G alt grubuna gore sag ve sol
denklik siiflarinin sayisi aynidir.

Ispat. H nin G grubuna gore sol denklik simiflar1 L = {aH:a € G} ve sag denklik smiflar1
R={Ha:a € G} olsun. Simdi VaH € L icin f(aH)=Ha™' ile f:L->R i
tanimlayalim. Her a € G igin Ha™! € R oldugu aciktir.

f iyi tammhdir : aH,bH € L olmak iizere aH = bH olsun. Su halde b~'a € H oldugu
goriiliir. Bundan dolayr b™'(a™)™'=b"la€H ve Hb ! =Ha ! dir. Sonu¢ olarak
f(aH) = f(bH) dir. Yani f iyi tanimlidir.

f bire-birdir : f(aH) = f(bH) olsun. Su halde Ha™! = Hb~! ve boylece a (b))t €
H, yania™'b € H dir. Suhalde b™'a = (a™'h)"! € H ve bdylece aH = bH dur.
f ortendir : Her Ha € R icin Ha = H(a™')™! = f(a™*H) vea™'H € L dir.

Tamm 5.14. G bir grup ve H < G olsun. H <G alt grubuna gore sag( veya sol denklik)
smiflarinin sayisina H alt grubunun G igindeki indeksi denir ve (G:H) ile gosterilir.

Lemma 5.15. G bir grup ve H, G nin sonlu alt grubu olsun. Su halde Va € G igin |H| =
|Ha| = |aH| dur.

Ispat. V h € H igin f(h) = ha ile f: H » Ha fonksiyonunu tanimlayalim.

f iyi tammmhdir : h,h; € H i¢in h = hy = ha = hya = f(h) = f(hy).

f bire-bir: f(h) = f(hy) > ha = hja = h = h;.

f orten : h € H olmak iizere ha € Ha olsun. Su halde ha = f(h) dur.

Boylece |H| =|Ha| dir. Benzer sekilde |H| = |aH| oldugu goriiliir. Sonug olarak, G
grubunun her kalan sinifinda ayn1 sayida eleman vardir.

Langrange Teoremi 5.16. G sonlu bir grup ve H< G ise H nin mertebesi G nin
mertebesini boler.

Ispat : G grubunun H alt grubuna gére farkl sag kalan simflart Haq, Ha,, ..., Ha, olsun. Su
halde G = Ha; UHa, U ...UHay veheri # j(1<1i,j<k)igin Ha; N Ha; = @ dir.
Lemma 5.15den Vi € {1,2, ..., k} i¢in |[Ha;| = |H| oldugundan |G| = |Ha,| + |Ha,| + -+
|Hay| = |H|+ |H| + -+ |H| = (G: H)|H| = k|H| dir. Béylece H nin mertebesi G nin
mertebesini boler.

Gl

Sonug 5.17. G sonlu bir grupve H < G ise (G: H) = ||_

dir.
H|

Ispat. Teorem 5.16 ispatindan elde edilir.
Sonug¢ 5.18. |G| = nise VaeG i¢in, a" =e dir. Su halde |a|||G| = n dir.

Ispat : H=<a> <G olsun. Lagrange teoremine gére, m = |H| = |a|||G| = n dir. Boylece
n=mt,(t € Z) dir. Suhalde a" =(a")' =e dir.



Teorem 5.19. G birgrupve K < H < G olsun. Su halde (G:K) = (G: H)(H:K) dir. Eger
indekslerden herhangi iki tanesi sonlu ise digeri de sonludur.

Ispat. a; € G olmak iizere G = U, Ha; olsun. Her i #j €1 igin Ha; N Ha; =@ Ve
|I| = (G: H) dir. Benzer sekilde b; € H olmak iizere H = Ujc; Kb; ve i # j € ] icin Kb; N
Kb; =0 ve |J|=(H:K) olur. Bundan dolay1 G = U;g Ha; = UiE,(Uje]ij) a; =
U jpeixy Kbj a; elde ederiz. Simdi  V(i,j) €I X ] i¢in Kbja; sag kalan smiflarinin ara
kesitlerinin bos oldugunu gosterelim. Boylece (G:K) = |I x]J| =|I||J| = (G:H)(H:K)
oldugu gosterilmis olur. Eger Kbja; = Kb.a, ise b;a; = kb,a; olacak sekilde k € K vardur.
bj,b,,k € H oldugundan Ha; = Hbja; = Hkb,a; = Ha, ve bundan dolayr i =t dir.
Boylece bja; = kbra; oldugundan b; = kb, dir. Bundan dolay1 Kb; = Kkb, = Kb, ve
j=r dir. Sonug olarak Kb;a; sag kalan smiflarmin arakesitlerinin bos kiime oldugunu

gormiis olduk. Teoremin son ifadesinin dogru oldugu aciktir.
Ornek 5.20. Mertebesi asal olan grubun alt gruplari, kendisi ve birimidir.

Coziim: G bir grup, |G| =p (pasal say1) ve H <G olsun. Lagrange teoreminden
|H|||G| oldugundan |H| = 1 ve |H| = p dir. Boylece H = {e;} veya H =G dir.

Ornek 5.21. pve q asal sayilar olmak iizere |G| = pq olsun. G nin mertebesi p ve g olan
sadece birer tane alt grubu varsa G devirlidir.

Coziim. G nin mertbesi p ve q olan alt gruplar sirastyla H ve K olsun. Su halde |[H U K| =
|H|+|K|—|HNK|=p+q—1<pq olur. Simdi a € G—HUK alalim. Langrange
teoreminden |a| = p,|al = q veya |a| = pq dur. Fakat |a| = p olsaydi H = (a) olurdu.
Benzer sekilde |a| # q dur. Sonug olarak G = (a) oldugu goriiliir.

Teorem 5.22. (Fermat) p bir asal say1 ve p f a olacak sekilde her a tamsayisi igin
aP~! = 1(mod p) dir.

Ispat. Z, grubunu goz oniine alalim. Su halde |Z, |=p—1 dir. Simdi pta olacak
sekilde a tamsayisim1 gdz Oniine alalim. Boylece 0 # a € Z, ve Sonug 5.18 den aP~t =

1(mod p) dir.

[H||K|
dir.
|HNK|

Teorem 5.23. H ve K, bir G grubunun sonlu alt gruplari olsun. Su halde |HK| =

Ispat. A=HnNK olsun. H ve K, G grubunun alt gruplari oldugu i¢in A da alt gruptur.

Ayrica A € H oldugundan A < H dir. Langrange teoremin den |A| | |H| olur. Simdi
n= % oldugunu kabul edelim. Boylece (H:A) =n ve A nin H de n tane farkli sol

denklik sinifi vardir. {x; 4, x,4, ..., x,A} nm A nin H deki tiim sol denklik siniflar1 olsunlar.



Suhalde H = U} x;A dir. A € K oldugundan HK = (UjL; x;4 )K = UL, x;K dir. Simdi
i#j icin ;K Nx;K =@ oldugunu gosterelim. x;K Nx;K +# @  olacak sekilde i # j
olsaydi x;K = x;K olurdu. Boylece x; 'x; € K ve x; 'x; € H oldugundan x; 'x; €A dur.
Bundan dolay1 x;A = x;A  ¢eliskisi elde edilir. Yani, K nin tiim x; K, x;K, ..., x, K sol kalan

siniflart farklidir. Her i = 1,2, ...,n i¢in |K| = |x;K| oldugundan |HK| = |x;K|+ [x,K| +

o+ |x, K| = |K| + |K| + -+ |K| =n|K| = IHIIK] _ |HIIK]
|Al |HNK]|

n tane

elde edilir.

Sonug¢ 5.24. H ve K, bir G grubunun H N K = {e} olacak sekilde sonlu alt gruplar1 olsunlar.
Su halde |HK| = |H||K| dur.

Simdi Langrange teoreminin tersinin dogru olmadigini gosterelim.
Ornek 5.25. A, grubunun 6. mertebeden alt grubu yoktur.

Coziim. H, A, grubunun mertebesi 6 olan alt grubu olsun. A, grubu 8 tane 3-lii devir
icerdiginden ve |H| = 6 oldugundan ve a € H olacak sekilde a € A, 3-lii deviri vardir. Su
halde a? = a ¢ H olur. K = {e,a,a?} olsun. Bdylece K, A, grubunun mertebesi 3

WK _ 6.3 =18 > |4,

olan alt grubudur ve H N K = {e} dir. Bundan dolay1 |HK|= K]

celiskisini elde etmis oluruz.

Sorular

1) G birgrup ve H <G olsun. H?> = H oldugunu gosteriniz. (H?> = HH = H)
2) G bir grup ve H<G olsun. Su halde aH < G © a € H oldugunu gosteriniz.
3) 8Znin Z deki tiim kalan siniflarini belirleyiniz.
4) Z3, grubunda H = {1,11} in tiim sol denklik smniflarin1 bulunuz.
5) S5 grubunda,

1) H={e, (23)} in tim sag kalan siiflar1 ka¢ tanedir?

ii) 1) deki H alt grubu i¢in H(123), bir K alt grubunun sol kalan sinifi olacak sekilde
K < G yi bulunuz.

6) H ={e (12)(34),(13)(24),(14)(23)} olmak iizere H nin A, deki sol kalan
siniflarini bulunuz.



7) lal =15 olsun. {a*) grubunun (a) grubu igindeki tiim sol kalan siniflarin
bulunuz.

8) K =((123)) nin A, grubundaki sag ve sol kalan smiflarin1 bulunuz.

9) G bir grup H < G olmak tizere HaH = {h;ah, : hy,h, € H} ile tanimlandigina
gore, herhangi iki a, b € G i¢in ya HaH N HbH = @ yada HaH = HbH dir.

10) G mertebesi 143 olan bir grup olsun. G nin tiim alt gruplarini bulunuz.

11) G sonlu bir grup ve H < G,K < G,|H| =25 ve |K| =36 olsun. Asagidaki
ifadeleri ispatlayiniz.

a) HNK = {e}

b)900/|G|

12) G birgrup, H<G,K<G,H+K ve |H|=|k|=16 ise, 24 <|HUK| <31
oldugunu gosteriniz.

13) G,H ve K gruplart K € H € G olacak sekilde sonlu gruplar ve (G: K) bir asal
saytrise H = K veya H = G oldugunu gosteriniz.

14) G bir grup ve p bir asal say1 olsun. |G| = p? ise G devirli gruptur veya Vg € G
icin gP = e dir.

15) a) G=(a) ve |a| = 30 ise (G:(a®)) indeksini bulunuz.
b) G = (a) ve |a| = n olsun. Eger d|n ise (G:{a%)) indeksini bulunuz.

16) G bir grup ve p bir asal say1 olsun.
a) H ve K, G nin mertebesi p olan alt gruplart iseler H =K veya HNK = {e}
oldugunu gosteriniz.
b) Hy, H,, ..., H, mertebeleri p asal sayisi olan birbirinden farkli G nin alt gruplar
iseler |[HHUH, U ..UH| =1+ k(p—1) oldugunu gosteriniz.

17) G sonlu bir grup ise |x|||M(x)| oldugunu gosteriniz.

18) G birgrup ve x,y € G olsun. Eger |x| =m, |y| =nve (m,n) = 1ise (x) N (y) =
{e} oldugunu gosteriniz.

19) HLK ve N bir G grubunun alt gruplart ve H < N olsun. Su halde HK NN =
H(K N N) oldugunu gosteriniz.

20) G bir grup ve |G| < 200 olsun. G nin mertebesi 25 ve 35 olan alt gruplari varsa G
nin mertebesini bulunuz.



21) A ve B, G grubunun alt gruplari olsunlar. A grubunun mertebesi bir asal sayi ise
ANB ={e} veyaA S B oldugunu gosteriniz.

22) n > 1 olmak iizere (S,: H) <n olacak sekide S,, simetri grubunun 6z H alt
grubunun varligini gosteriniz.

23) S5 grubunun tiim alt gruplarini bulunuz.

24) Quaternion gruplarin tiim alt gruplarini bulunuz.
25) D, dihedral grubun tiim alt gruplarini bulunuz.
26) (Z : nZ) indeksini bulunuz.

27) G, mertebesi 35 olan bir grup ve A, B ise mertebesi 5 ve 7 olan iki alt grubu ise
G = AB dir, ispatlayiniz.

28) G grubunun mertebesi n ise G nin her elememan1 x™ — e = 0 denkleminin bir
¢Ozimiidiir.

29) Asagidaki ifadeler dogru/yanlis midir? Dogru ise ispatlaymniz, yanls ise bir ters
ornek bulunuz.

i) Bir grubun her sag kalan sinifi ayn1 zamanda bir sol kalan sinifidir.

ii) Mertebesi 40 olan bir grubun mertebesi 12 olan bir alt grubu vardir.

iii) G = (a) mertebesi 42 olan bir devirli grup ise[ G: {(a”)] = 6 dur.

iv) Mertebesi p? (p asal) olan grup devirlidir.

v) H ve K, bir G grubunun iki alt grubu, |H| = p ve |K| = q olsun.(p ve q farkl

asal sayilar). Su halde |HK| = pq dur.

vi) A4,, nin S,, grubundaki indeksi 2 dir.

vii) Her grup kendisinin sol kalan sinifidir.

viii) Bir grubun sol kalan siniflarinin sayisi, grubun mertebesini boler.

iX) Ha = Hb ise b € Ha dir.

X) aH = bH ise Ha™! = Hb~! dir.



